Correction des exercices du Chapitre 8
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1 Exemples du cours

Exemple 6

A = In(10000) — In(0, 1) + In(0,01)
A =1n(10%) — In(1071) 4+ In(1072)

A =41n(10) — (=1) In(10) + (—2) In(10)

| A=31n(10) |

1
8

B =1n(2%) — 7In(2) — 4In(27%)

B =5In(2) — 7In(2) — 4 x (=3)1n(2)
| B=10In(2) |

B =1n(32) — 7In(2) — 4ln(

C =81n (V3) +51n(9) — In (9V3)
C =8In (3%) +51n(3%) — In (3%)

1
o:§x8hm@+2x5m@y_gm@)

C=§mm

D:ln(\/§+x/§)+1n(\/§—xf2)
D= ((V3+v2) x (V3-v2))
D=In(3-2)

E=2In(22)—3n(27?%)
E= g x 21n(2) — (~2) x 31n(2)
E=9In(2)

ln(\/§—1)+ln(\/§+1)

F=
2
W3- D) x (V3+1)
2
e In(3—-1)
2
o In(2)
2
G In(5) — In(10)

21n (\/ﬁ)
G In(5) — In(2) — In(5)

21n (2%)

~ —In(2)
¢= In(2)
G=-1

2 In(100) — 21In(2)

In(5)
H- In(5) + In(5) + In(2) + In(2) — 2In(2)
N In(5)
_ 2In(5)
=30
H=2
1
~=In(9) —4In (V3) —In { -
(5)
In(3)
S In(3?) — 4In (37) ~In (371)
I= In(3)
2 % Sin(3) — % X 410 (3) = (=1)In (3)
= In(3)
1
I=-3

2. La principale erreur dans ces inéquations est de diviser par le logarithme d'un nombre dans I'intervalle ]0; 1] qui est
négatif ou il ne faut pas oublier de changer le sens de I'inégalité!

On résout ces inéquations dans N.

(a) 1,05" >

1,5 < In(1,05") >
<= nln(1,05) > In(1,5)
5)

In(1,5)




(b) 0,92" < 0,75 <= In(0,92") < In(0,75)
<= nln(0,92) < In(0, 75)
1
= n> DES ;Z% car In(0,92) <0
=
(c) 142} 29 s (1,037 > m(2)
100
<= nln(1,03) > In(2)
— s In(2)
n=z  —-——
In(1, 03)
-
d n
(@) 0,2 > 1—i <= In(0,2) > 1n(0,91")
100
<= In(0,2) > nln(0,91)
In(0, 2)
i el AP In(0,91
(0, 91) car In(0,91) <0
-
3. (a) On pose X =In(z) et Y = In(y). (b) On pose X =e” et Y =e¥.
x 7
In(z) +In(y) = 25 {35 +26y B 45
2In(z) +In(y) = 1 e =
[ X+Y =2 = {;X+2§ - 45
2X+Y =1 B B
3X+Y = 4
-X = 24 L Li—L
<:>{2X+Y -~ AT <:’{—3)(+6Y = 15 Ly+ —3x1I
3X+Y = 4
X = -2 <:>{
<:>{2><(—24)+Y =1 wo=19 Ly < L+ Ly
19
(X = - X+ =
Y = 49 — 19
Y = —
— In(z) = —24
In(y) = 49 x = 3
7
<~
x = e # Y = Q
= Y = o -
(. 3
e = 7 z = In ?)
<~ <~
19 = In 19




(c)

In (z =9 In(z) + = In(y) =
{21n(x)+l(négg =0 ‘:’{ e

On pose X =1In(z) et Y = In(y).

1 1
1n(1:)+§1n(y) =9 X+§Y =9
2In(z) +3In(y) = 0 2X+3Y = 0
— —2X-Y = -18 L+ -2x1I1,
2X+3Y =0
— —2X-Y = -18
2Y = -18 Lo < Ly + Lo
[ X - (-9) = -18
Y -9
2
x = 7
<~
Y = -9
2
In(z) = 27
—
In(y) = -9




2 Exercices du manuel

A page 238

Partie A
1. = =1« x=0.
= L'équation e* = 0 n'a pas de solution réelle car € > 0 pour tout x € R.
= L’équation ¢ = —1 n'a pas de solution réelle car e* > 0 pour tout z € R.

Cependant, cette équation admet une infinité de solutions complexes : . = {im + 2k, k € Z}.

1

n T —e <= P =¢e" «<— xr=1.

2. La fonction exponentielle est continue sur R.
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

lim ¢ =0, lim e* = +o0 et 2 €]0;+o00[.
r—r—00 T—>+00

Par conséquent, d’aprés le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation e® = 2 admet une unique
solution dans R.

3. L’encadrement obtenu pour la solution « est : 0,69 < o < 0, 70.

math exp

solution (precision) :
reponse=0
exp (reponse) <2:
reponse=reponset+precision
(reponse)

Partie B

1. La fonction exponentielle est continue sur R.
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.
lim e =0, lim e” = +o0 et a €]0;+o0.
T—>—00 T—>+00
Par conséquent, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation e = « admet une unique

solution dans R.

2. Voila le code que I' on obtient :

math exp

solution (alpha) :

reponse = 0
exp (reponse) < alpha:
reponse = reponse + 0.001
reponse

Bilan :

D’aprés la question 1 de la partie B, I'équation ¢* = « n'admet une unique solution que lorsque « > 0. La fonction
étant toujours strictement positive, cette équation n’admet pas de solution lorsque o < 0.
Par conséquent, le logarithme népérien d’un nombre négatif ou nul n’existe pas.

o 1 2 4 8 10 100
Logarithme népérien de « 0 0,693 | 1,386 | 2,079 | 2,303 | 4,605




22 page 250

1. n(z+1)=1 < z+1=¢
= [s=e-1]
2. In(z? 462 +10) =0 <= 2? + 62+ 10 = ¢°

— 22462+9=0
— (z+3)2=0
<— x+3=0

= [2=3]

3. In(z24+1) =In(2) <= 22 +1=2
= 2°-1=0
— (z-1)(z+1)=0
< rz—1=0o0uz+1=0

<:>‘x:10uw:—1‘
4 L 1 _
ln(x_2>—ln(5) x—2_5
= r—-2=—-
= U
r=
)
27 page 250
1. 2Tl =3 «— 204+ 1=1In(3)
— x:ln(?))—l
2
2. et _5=0 <= e =5
— —dz+2=1In(5)
PN x:2—ln(5)
4
3. m1_7:\f2<:>e_x+7:\/§
(&
= —z+7=1In(V2)
= | z=7-In(v2)
60 page 252

1. e —5¢" +6=0< X2 —5X +6 =0 en posant X = e”. On remarque que, nécessairement, X > 0. L'équation
X2 —5X 46 =0 a pour discriminant A = 1 et donc cette équation a deux solutions réelles X; = 2 et X5 = 3.
Ces deux nombres sont strictement positif donc les solutions de e?* — 5e” + 6 = 0 sont z; = In(X;) = In(2) et
zg = In(X3) = In(3).

2. % — 6" +4=0< X2 —6X 44 =0 en posant X = e¢. On remarque que, nécessairement, X > 0. L'équation
X2 —6X 4+ 4 = 0 a pour discriminant A = 20 et donc cette équation a deux solutions réelles X; = 3 + /5 et
X5 = 3—+/5. Ces deux nombres sont strictement positif donc les solutions de €?* —6e* 44 = 0 sont 21 = In(3+4+/5)
et xo = 111(3 — \/5)



62 page 252

1. L'inéquation e?* — 7e® 4+ 12 > 0 peut s'écrire X2 —7X 4+ 12 > 0 avec X = ¢”.On remarque que, nécessairement,
X > 0. Les racines du trinéme X2 — 7X + 12 sont X; = 4 et Xy = 3. Donc X2 —-7X+12 >0« X €
|—00;3[U ]4; +o0] & 2 € |—o0; In(3)[ U ]In(4); +o0.

2. L'inéquation e?® +e® —6 > 0 peut s'écrire X2+ X —6 > 0 avec X = e¢”. On remarque que, nécessairement, X > 0.
Les racines du trinéme X2+ X —6 sont X1 = —3 et Xo = 2. Donc X2+ X —6 > 0 & X € |—o0; —3[U]2; +o0[ <
x € |In(2); +ool.

66 page 252

Une expression de la forme In(u(z)) est définie si, et seulement si, u(x) > 0.
Autrement dit, pour déterminer I'ensemble de définition de chacune de ces fonctions, on va étudier la quantité a
I'intérieur du logarithme et déterminer sur quel intervalle cette quantité est strictement positive.

1. Pour tout z € R, (z +1)%+1 > 0, donc cette fonction est définie sur .

2. Pourtout z €R, 22 —1 = (z + 1)(z — 1).
De plus, (z+1)(x —1) >0 <= =z €] — o0; —1[U]1;+o0].
Par conséquent, cette fonction est définie sur ’ | = 00; —1[U]1; 400 ‘ :

3. Pour tout z € R, 2% — 4z +4 = (z — 2)? > 0 pour x # 2.

Cette fonction est donc définie sur | R\ {2} |.

4. Pour tout 7 € R, 22 4 62 + 10 = (x + 3)? + 1 > 0, donc cette fonction est définie sur :

x —00 -2 1 +oo
2
T + 2 — 0 + +
2v — 1 — - 0 +
(x+2)(2x —1) + 0 — 0 +

Ainsi, (z+2)2z—-1) >0 < z €] — o0 —2[U};;+oo[.

. 1
Par conséquent, cette fonction est définie sur | | — co; —2[U ] X —1—00[

138 page 262
1. (a) Pourtout 0 <z < 1,0na f(z) = z(1 — In(2))? = z — 2z In(x) + xIn(x)2.

La fonction f est dérivable sur |0; 1] comme produit et somme de fonctions dérivables sur ]0; 1].
Pour tout = €]0;1], on a:

f'(z) =1-2In(x) — 2z x % +2x g x In(z) + In(x)?
=In(z)? -1
= (In(z) + 1)(In(x) — 1)

(b)



In(z)+1=0 In(z) —1=0
< In(z) = -1 <~ In(z) =1
—r=c! — x=-¢e¢]|0;1]
< In(z) > -1 — In(z) > 1
—z>el 1z >e¢|0;]1]

x 0 e 1 1
In(x) +1 - 0 +
In(z) — 1 - —
f'(=) + 0 -
4e~t
(@) T~
0 / 1

f(e_l) =e1x (1— ln(e‘l))2 =e1x (1— (—1))2 =4e 1
f()=1x(1-In(1))2=1

1
2. (@) L'aire du triangle rectangle est approximativement égale a 3 x 0,5 x2,5=0,625.
& Attention aux graduations et donc aux unités
(b) La tangente dy 2 a pour équation :
Yy = gl(oa 2)($ -0, 2) + g(oa 2)
y =5z +1n(0,2) — 1
(c) L’aire du triangle ONy 2P 2 s'obtient avec

OP072 X ONO’Q

A = 5

Or, Py 2 a pour ordonnée I'ordonnée a I'origine de la tangente dj o c'est-a-dire In(0,2) — 1.
De plus, Np2 a pour abscisse xy tel que

1 — In(0,2
brn+1n(0,2) —1=0 <= xN:r;)(,)

Ainsi, on obtient finalement que :

(In(0,2) — 1) x (“12(02)

d = 5

) = é x 0,2 x (1 —1n(0,2))? = 0,1(1 + In(5))

3. D’apreés la question 1., l'aire du triangle rectangle est maximale pour z = e~ 1.

1
Pour cette valeur on a A(e™!) = 2—(1 —1In(e71)?) = =.
e e



3 Autres exercices
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