Correction des exercices du Chapitre 3 Terminale Spécialité
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1 Exemples du cours

Exemple 3
Uy = 4
Soit u,, la suite définie par 1 .
Upt1 = §un +1 pour tout entier naturel n

1. Montrer par récurrence que la suite (uy,) est minorée par 2.

= Pour tout n € N, on pose

WV
o

Pn) = up

= |[nitialisation :
up =4 > 2 donc P(0) est vraie.

= Hérédité :
Soit k£ € N tel que P(k) est vraie. Autrement dit, on suppose que ug > 2.
On veut démontrer que P(k + 1) est vraie, c'est-a-dire up11 > 2.

Ona: up = 2 d'aprés |I'hypothése de récurrence
= L X > ! X 2
oxoup > -
2" k79
1
= 5 Xug+1>1+1
= Upy1 = 2

Par conséquent, P(k + 1) est vraie.

= Conclusion :
Par le principe de récurrence, on a démontré que, pour tout n € N, u,, > 2.

2. En déduire que la suite (uy,) est décroissante.

1 1
Pour tout n € N, up41 — up = iun +1—-u, = —éun +1

Or, d'apres la question précédente, on a pour tout n € N :

1 1 1
un>2<:>—§><un<—§><2 car—§<0

1
= fiun+1<—1+l
1

Par conséquent, pour tout n € N, up11 —up, < 0.

’ La suite (uy,) est donc décroissante. ‘

3. Que peut-on en déduire pour la convergence de la suite (uy)?

D'aprés ce qui précéde, la suite (uy,) est décroissante et minorée par 2.
D’aprés le théoréme de convergence monotone, ’ la suite (uy,) est convergente.

Exemple 9

1
1. lim n?=0et lim — =0.
n—4o00 n—+oo n

1
Par addition de limites,| lim n®+ — = +o00
n—-+oo n




2.

lim 3n+1=+ccet lim —"n+5=—oc0.

n—+oo n—+o0o
Par produit de limites, | lim (3n+1)(=7n+5) = —oc0
n—+oo

W61 6 1\ 6 1
n nd n nd

4
. Par addition de limites, lim 3 — — =3
n—-+4oo n
2
De plus, lim — =0T
n—4+oo N
4
3 —
Par quotient de limites, lim n— +o
n—-+oo 2
n2
3 2
3 (mn n 3n 1 3 1 3 1
P =0 (ns‘nﬁns‘m B P R
" _ ) 1 3 1
Par addition de limites, lim 1— —+ — — — = 1.
n—+0co n n?2 nd
De plus, lim n3 = 4o00.
n—4o0o
Par produit de limites, lim n3—n?+3n—-1=+c0
n—-4o00
1
2 1
24+ = il
on?+1 " ( +n2> 2+n2
n®+6 n2<_1+62) —1—|——2
n n
6
Par addition de limites, lim 2+ — =2et lim -1+ — = —1.
n—-4oo n2 n—4o0o ’rL2
2n? + 1
Par quotient de limites, im n27+ = -2
n—4o0 —n? + 6
3 5 3 5
214+ =2 - = 1+—-——-——
n+3n—-5 n<+n n?) +n n2

6 1 6 1
Ona lim n=+4occet lim 1—- —+ — =1 donc, par produit de limites, lim n|1— —+ — | = +oo.
n3 00 n nd

. n+3n—-5
lim

n—-+o0o n—-+o0o n n—+
. : 3 5 o : -
Enfin, comme lim 1+ — — — =1, on en déduit par quotient de limites que
n—+00 n n

.Uy =nyn—n=n(yn—-1)

notoond —6nZ+1

Comme lim n=+ocet lim +/n—1= 400, on en déduit par produit de limites que| lim ny/n—n = +o0

n—-+o0o n—-+o0o

P tient de limites, | lim (-2n+3) —5———— =
ar quotient de limites THHEOO( n+ )—n2—|—n+6

(Coni3) PF3 _—2-6nd3nt9 20’ —3n+9 ntw) 2ot
. un: —4Zn — 9 = — — — — — 6
n+n-+6 n“+n-+6 n“+n-+6 2 _1++62> iy 8
n o n n

" . . 3 . 1 6

Par addition de limites, lim —2——+—2:—2 et lim —1—|——+72:_1_
n—+00 n n n—+4o0o n n
n+3



n 1

9 n
. un = = =
n++n n 1
14+ — 14—
" < i \/ﬁ> Vi
Par addition de limites, ngrfoo 1+ % =1
De plus, nll}l_’I_lool = 1 donc, par quotient de limites, ngrilw Nt 1
9
2 1 - 9
10 9 — n?2 —n%+9 " ( iy —1+75
. U‘TL = = 3 = = 3 1
(n+1)2n+1) 2n2+3n+1 n2<2+3+12> 242 4 —
n n o n
" . . 9 ) 3 1
Par addition de limites, lim -1+ —=—-1et lim 24+ —+ — =2
n—+oo n2 n—+o0o n n2
. - . 9 —n? 1
Par quotient de limites, nglfoo CESNC ESI )
11 1 n 1 n 1 n 1 1
_unzf—izf—izf— = — —
3 n+1)2 3 4n?24+4n+1 3 4 1 3 4 1
( ) n2<4—|—+2> TL<4++2>
n o n n o n
4 1
Par addition de limites, lim 4+ — + — = 4
n—-+oo n n
4 1
De plus, lim n = 400 donc, par produit de limites, lim n (4 + —+ 2) = +00
n——+o00 n—+oo n n
1
Ensuite, lim 1 =1 donc, par quotient de limites, lim =0
n <4 + -+ 2)
non
1 1 1 1
Enfin, lim - = — donc, par addition de limites, lim - — _n 2
notoo3 3 ns+o3  (2n+1)2 3
3
2 3
94 =
1 2 w243 2 " ( +n2> 2 2+ 5
.un:——Qiz—— :——71 1
3n 3nf+n+1 3n n2<3+1+12> 3n 34—
n o n non
" . . 3 . 1 1
Par addition de limites, lim 2+ — = 2et lim 34+ —+ — = 3
n—-+4oo n n—-4o0o n n
3
Par quotient de limites, lim —% = —3
n—-4o00 3 + -4 =
no n
2 2n? +3 2

2
Enfin, lim — = 0 donc, par addition de limites, Ilm —————— =
n——+o00 3n notoo3n  3In24+n-+1 3




2 Exercices du manuel

Exercice 25 page 145

1.

lim /n=+4occet lim n?=+oo.
n—-+4oo n—-+oo
Par somme de limites, lim (\/ﬁ+ n2) = 400
n——+oo
1
n—4+oo N

n—-+00

1
Par somme de limites, lim <3 + 4> =3
n

. 1 . A\" 4
lim —2:()et lim — =400 car — > 1.
n——4o0o n n—+oo \ 3 3
. ) A\" 1
Par somme de limites, lim — | +—= | =400
n—+o00 3 n?
lim = =0et lim n®=+
1
Par somme de limites, lim < — n3> = —00
n——+o0o n
Iim n=+4occet lim 7" =-4oocarm > 1.
n—+o0o n—-4oo0
Par somme de limites, lim (n+ 7") = 4o0.
n—+4o0o
Finalement,| lim (—(n+7")) = —00
n—+o0o
li 5—tooet li ln—Ocar—1<l<1
netee T TS e \T0) T 0

7 n
Par somme de limites, lim (—4 + () + n5> = 400
n—-+oo 10

Exercice 26 page 145

1.

On a une forme indéterminée du type « +00 — 00 ».

Pour tout n > 1,
1
rn:nz—n:n2(1—>
n

. . 1 - . 1
lim 1=1et lim — =0 donc, par somme de limites, lim [1—— ] =1.
n—4o0o n—+oo n n—4o0o n

De plus lim n? = +oo donc, par produit de limites, on a| lim 7, = 400
n— 00 n— 0o

. On a une forme indéterminée du type « +00 — 00 ».

Pour tout n > 1,

Sn:—n+f:—n( —\/ﬁ):—n(l—l)

) / S|
fg Ne pas oublier que —— = vnxyn 1

1 1
lim 1=0et lim —= =0 donc, par somme de limites, lim (1 — ) =1.

n—+o0o n—+o0o \/ﬁ n—+o0o \/ﬁ
De plus lim —n = —oo donc, par produit de limites, on a| lim s, = —0o0
n—+o0 n—+00

. On a une forme indéterminée du type « +00 — 00 ».

Pour tout n > 1,



NG

g De la méme facon, @ _ vn

n” mnSxn nbx.nxyn

lim /n = +oo et ngr—‘,]zloo n% = 400 donc, par produit de limites,

n—-+0o0o

1
Ainsi, par quotient de limites, on a lim < > = 0.

nb x y/n

n—-+o0o

n—+400

. On a une forme indéterminée du type « +00 — 00 ».

Pour tout n > 1,

n—-4o00

n—+00 nﬁ\/ﬁ
1
Par somme de limites, on a alors lim | —— + 1) =1.
n——+o0o n \/ﬁ
Finalement, lim —n” = —oo donc, par produit de limites, | lim t, = —o0
n—+00 n—-4o00
. On a une forme indéterminée du type « +00 — 00 ».
Pour tout n > 1,
1
t, = —(n% —n3) = —n® 403 = -n° <1 — 3>
n
. i . 1
lim —— = 0 donc, par somme de limites, lim 1 - — =1.
no4oo 13 n—-+o0o n3
De plus, lim —n® = —oco donc, par produit de limites, on a| lim wu, = —co

1 1
vn:n5—n3+n:n5 (1—2+4>
n n

n—-+4oo n n—-+oo n4

. 1 . 1 o .
lim —— = Oet lim —— =0 donc, par somme de limites, lim (1— —
n—-+oo n

1

2

De plus, lim n® = 400 donc, par produit de limites, on a
n—-+o0o

lim v, = +o00
n—-+o0o

. On a une forme indéterminée du type « +00 — 00 ».

Pour tout n > 1,

1

n

' 1 1 1
wn:nﬁ—n4+n2—n:n6<1—2 S~ =
n n n
. . 1 ) 1 - )
lim —— = 0, lim —-—— = Oet lim ——= = 0 donc, par somme de limites lim
n—+oo N n—4+oco N n—-4o00 n n——4o00

De plus, lim n% = +00 donc, par produit de limites, on a
n—+o0o

lim w, = +o00
n—-+00

Exercice 27 page 145

1.

Par somme de limites, on a lim (n® +4) = +ooet lim (n—3) = +oo.

n—-4o00 n—-4o00

Par produit de limites, | lim (n®+4)(n —3) = +o0

n—-4o0o

1 " 1
. lim <85> :Ocar—1<§<l.
n—-+oo

192 192

Par produit de limites,

n—-4o00 n—-4o00

Par produit de limites,

lim (8n —2) <3+ 1) = +o0

n—+oo \/ﬁ
li L44N " = +o0 ca 144 >1
notee \121) 09 o1 7

144\ "
Par produit de limites, lim -2 x <> = —00

1
. Par somme de limites, on a lim (8n —2) = +oo et lim (3 + ) =3.

lim (n%/n) = +oo.

)

<1_

1

n2



1
5. Par somme de limites, on a lim (6 - n4) = —o0 et lim (3 + 7) =17.

n—-+oo n—-+oo n

1
Par produit de limites, | lim (6 —n?) (3 + 7) = —00
n

n——+00
6. Par somme de limites, on a lim (4 —n’) = —cc et lim (n° +1) = +oc.
n—-+00 n——+00

Par produit de limites, | lim (4 —n")(n® +1) = —c0
n—-+0o0

Exercice 30 page 145

1. Par somme de limites, on a lim (n? —4) = +oo.

n—-+00
2

Par quotient de limites, | lim ——— =0
n—+oo N — 4

1
2. Par somme de limites, lim <4 + > =4.
n

n—400
n3
De plus, lim n3 = +o00 donc, par quotient de limites, lim = 400
n—4o00 n—4o00o 1
4+ —
n
. . 1 . 1
3. Par somme de limites, ona lim (4— — | =4 et lim — — 6] = —6.
n—r+00 4D n——+oo \ n3
1
4 Jn 4 2
Par quotient de limites, lim v _ 2 __ 2
n—too 1 —6 3
— - 6
n
A\" 4
4, lim <> =400 car — > 1.
n—+oo \ 3 3
1
Par quotient de limites, | lim ———5 =0

n—-+o00 4 "
3

5. lim <i> :O+car—1<z<1.

n—-+o0o

. . .. . —-n
De plus, lim —n = —oo donc, par quotient de limites, | lim ————5 = —©
n—

+o00 n—-+oo 3 n
4
Ne surtout pas oublier de préciser le 0T !

Si cela avait été 07, la limite globale aurait été +oo par la régle des signes.
C'est un oubli classique qui vous vaudra un magnifique « BLUFF ! » sur votre copie.

5\" 5
6. lim <7> :0car—1<?<1.

n—-+00

1
Par somme de limites, on a lim < — 9) = —9.

n—-+o0o

Par quotient de limites, lim




Exercice 89 page 207

1. f est une fonction rationnelle, elle est donc dérivable sur | — 1; +o0[.
Pour tout z > 1,

2% (x+1)— (20 +1) x 1

f(l'): (1+$)2
2z 4+2-2x—1
N (14 x)?
B 1
_7(1+x)2 >0

On en déduit le signe de f’ puis les variations de la fonction f sur [1;2].

f'(x) +

f(z) /

5
2. f est croissante sur [1;2] avec f(0) = % et f(1) = 7
Par conséquent, pour tout z € [1;2], on a f(x) € [1;2].
3.

4. En calculant les premiers termes de la suites (uy,), on peut conjecturer que la suite (u,,) est croissante.

wlot

\G][VN)

= Pour tout n € N, on pose :

= Initialisation :
Pour n =0, on a ugp = 1,5 et u1 = f(up) = 1,6.
Par conséquent, 1 < ug < u; < 2 donc P(0) est vraie.
= Hérédité :
Soit k € N tel que P(k) est vraie. Autrement dit, on suppose que 1 < up < ugy1 < 2.
On veut démontrer que P(k + 1) est vraie, c'est-a-dire que 1 < up41 < upqo < 2.

Ona:
1 <up <ugyp <2 d'aprés I'hypothése de récurrence
= f() < flug) < flurer) < f(1) car la fonction f est croissante sur [1;2]
= 1<;<uk+1<uk+2<§<2 carf(l):%etf(2):g
Par conséquent, P(k + 1) est vraie.

= Conclusion :
Par le principe de récurrence, on a démontré que, pour tout entier naturel n, 1 < u, <un—+1< 2.

En conclusion, la suite (u,) est croissante et, pour tout n € N, u,, € [1;2].
5. La suite (u;,) est croissante et majorée par 2 donc, d'apres le théoréme de convergence monotone, la suite (u,,) est

convergente. |l faudra attendre le chapitre 5 pour réussir a prouver que sa limite est ”T\/g



Exercice 92 page 153
1. (@) Pour tout entier naturel n, on a:

U, + 3,

2up, + Uy, _

3up, + vy — Bupy, —4v, 5

Un+1 — Un+1 = 4 -

(b) Pour tout entier naturel n, on a :

Wn41 = Un41 — Un41 =

3 N 12 12

12

Par conséquent, la suite (w;,) est une suite géométrique de raison ¢ = — et de premier terme wy = vy — up =

10 -2 =8.
Ainsi, pour tout entier naturel n, on a:

Pour tout entier naturel n, on a :

2. (a)

Up4+1 — Un = 3

2Up + Uy,

12

Wy = wo X "
5 n
o =3(1)

2uy, + vy — 3ug, —Up + vV Wy

— U, = — -

3 3 3

. 5\" L
Or, comme pour tout entier naturel n, w, = wg X ¢"* = 8 () , on en déduit que w, > 0.

12

Ainsi, up4+1 — up = 0 et donc la suite (uy,) est croissante.

Pour tout entier naturel n, on a :

_ Up + 3up,

Un4+1 — Un = 4

y _ Up +3u, —4vy up — Uy
" 4 4 4

_wn

Or, comme pour tout entier naturel n, w, > 0, alors v,+1 — v, < 0.

(b)

(c)

3. Pour tout entier naturel n, on a w, = v, — u,. Ainsi,

Par conséquent, la suite (v,,) est décroissante.

Comme la suite (v,) est décroissante, pour tout entier naturel n, on a v, < v, c'est-a-dire v,, < 10. Or, pour
tout entier naturel n, on a w,, > 0 c'est-a-dire v,, —u,, > 0 d'otu v,, > u,. On a donc u,, < v, < 10 c'est-a-dire
U, < 10.

Comme la suite (u,) est croissante, pour tout entier naturel n, on a w, > ug c'est-a-dire u,, > 2. Or,
pour tout entier naturel n, on a v, > u, d'ol v, > u, > 2 c'est-a-dire v, > 2.

La suite (uy,) est croissante et majorée par 10 donc elle converge vers un réel /.
La suite (v,,) est décroissante et minorée par 2 donc elle converge vers un réel ¢

lim w, =¥ —¢.
n—-+o00

5 , 5\" : - :
Or, comme —1 < B < 1 alors nll)l}_]oo (12> = 0 et donc, par produit de limites, nll)rfoo wy, = 0.
On en déduit alors que ¢/ — ¢ = 0 c'est-a-dire £ = ¢'.
4. (a) Pour tout entier naturel n, on a :
2 3
thtl = 3Un+1 +4vpyp =3 X un?j_vn +4 x Unz Un = 3u, +4v, =1,

On en déduit que la suite (t,,) est constante égale a ty = 3ug + 4vy = 6 + 40 = 46.

(b) Ona lim ¢, =46et
n—+o00

n

4
Erf t, = 3¢ 4+ 4¢ = T¢ par opérations sur les limites, d'ou 7¢ = 46 < £ = 76
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