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1 Exemples du cours

Exemple 11

Soit f la fonction définie sur [0; 8] par f(x) =

1

1+
La fonction f est dérivable sur [0; 8] et, pour tout = € [(); 8],

J'(e) =~

1

(14 2)?

Pour tout z € [0;8], f'(x) < 0 donc la fonction f est strictement décroissante sur [0; §].
On en déduit le tableau de variations de la fonction f sur [0;8§] :

Ainsi, pour tout x € [0; 8],

[y [ 1o

< flz) <

I'intervalle [0; 8] et donc en déduire la valeur de I'intégrale, sans avoir a I'encadrer.

r

Exemple 14

8
</1dm =

€T 0 8
f'(x) -
1
f(@) T -

1 donc, par croissance de l'intégrale, on a :

1+zx

dx

@\oo @\»—‘

= [In(1 + 2)J;

= In(9)

—0></8f(x>dx<
/f

Cet exercice n'a que peu d'intérét car on peut trouver facilement une primitive de la fonction = — 7

x (8 —0)

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, on désigne par f, la fonction définie sur R par :

PARTIE A

fu(z) =2a"e™".

On note C,, sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O;

7,7) du plan.

1

sur

Sur le graphique ci-dessous, on a représenté une courbe Cj ol k est un entier naturel non nul, sa tangente T}, au point

d’'abscisse 1 et la courbe Cs.

4
La droite T}, coupe |'axe des abscisses au point A de coordonnées <5 ; 0).

]

Y

Cr

T,

o -8



1. (@) Déterminer les limites de la fonction f; en —oco et en +o0.
Pour tout € R, fi(x) = ze™*.
.

lim —xz=+ocet lim eX = +oo donc, par composition de limites, lim e % = 4oc0.
r——00 X—+4o0 r——00

De plus, lim x = —oo donc, par produit de limites, | lim fi(z) = —c0
T——00 T——00

T

m 6—:+oo donc lim S lim

Par croissances comparées, li
T—+00 T r—+o00 et T—+00

. x L ;
Finalement, comme fi(z) = ze”™* = —, on en déduit que | lim fi(
e

(b) Etudier les variations de la fonction f1 et dresser le tableau de variations de f;.
La fonction f; est dérivable sur R comme produit et composée de fonctions dérivables sur R.
Pourtout z € R, fi(z) =1xe 4+ axx (—e )= (1—x)e ",
Pour tout z € R, €* > 0 donc f{(z) est du méme signe que 1 — .
De plus,

l—-2>0 «— <1
l—-2<0 < z>1
l—-2=0<«= =1

On en déduit alors le signe de la fonction f] et les variations de la fonction f; sur R :

x —00 1 —+00
{(2) N .
1
fi(a) / ‘
—00 0

1
fil)=1xet=—-
e
(c) A Il'aide du graphique, justifier que k est un entier supérieur ou égal a 2.
Tout d’abord, nous savons que k € N*, il suffit donc de démontrer que k # 1.
D’aprés la question 1.(a), lim fi(z) = —o0, ce qui n'est pas le cas pour la fonction fi d'aprés le graphique,
Tr—r—00

donc k£ # 1. En conclusion, m :

2. (a) Démontrer que pour n > 1, toutes les courbes C,, passent par le point O et un autre point dont on donnera les
coordonnées.
Pour tout n > 1, f,(0) = 0"e ™ =0 et f,(1) =1"e "' = 1.
1

Par conséquent, | toutes les courbes C,, passent par |'origine et le point de coordonnées (1; E)

(b) Vérifier que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, et pour tout réel z,

fr(z)=2""1(n—2)e ™

Pour tout n > 1, f, est dérivable sur R comme produit et composée de fonctions dérivables sur R.
Pour tout =z € R,

fu(@) =na" e 4 a" (—e77)

ful@) = 2" (n —z)e

3. Sur le graphique, la fonction f3 semble admettre un maximum atteint pour z = 3.
Valider cette conjecture a |'aide d'une démonstration.
D'aprés la question précédente, pour tout x € R, fi(z) = 2%(3 — z)e 7.



Pour tout = € R, 2%e~ > 0 donc f}(z) est du méme signe que 3 — .
De plus,

3—1>0 << <3
33— <0 <= >3
3—2=0 <= =3

On en déduit alors le signe de la fonction f} et les variations de la fonction f3 sur R :

€ —00 3 —+00
5(2) + 0 -
f3(z)

’ La fonction f3 admet bien un maximum en x = 3.

k—2

4. (a) Démontrer que la droite T} coupe |'axe des abscisses au point de coordonnées

k—1'

o).

T} est la tangente a Ci au point d'abscisse 1. L'équation réduite de la droite T}, est donc :

y=fr()(@ = 1)+ fi(1)

1 k—1
De plus, fr(1) =~ et fi(1) = 1¥ "1k —1)e ! = :
e e
On obtient alors :
k—1 1
y= (z—1)+ -
e
k—1 2—k
y= T+
e e
Enfin, on trouve que y = 0 lorsque :
k—1 2—k
0= x4+ — — O0=k-1z+2-k <= z=_—o
e
. . , . . . -2
En conclusion, | la droite T}, coupe |'axe des abscisses au point de coordonnées (k:l ;

)

(b) En déduire, a I'aide des données de I'énoncé, la valeur de I'entier k.
D’apres I'énoncé, la droite T}, coupe |I'axe des abscisses au point A de coordonnées 4
5
On résout donc I'équation :

k-2 4
Ek—1 5

PARTIE B

On désigne par (I,,) la suite définie pour tout entier n supérieur ou égal a 1 par

1
I, :/ z"e " dux.
0
1. Calculer I3.

On définit les fonctions u et v sur [0;1] par v/(z) = e™* et v(z) = .
Ainsi, pour tout x € [0;1], on peut poser u(z) = —e~ 7 et v'(z) = 1.

;0).

<— 5(k—2)=4(k-1) = k=6




Les fonctions u et v sont dérivables sur [0; 1], et u’ et v’ sont continues sur [0; 1].
Par intégration par parties, on obtient alors :

1
I = / ze ' dx
Jo
1
—/ o' (z)v(z) do
0
1
= [u(i)u(J)}é —/ u(x)v' (z) dx
0
. 1
= [—;L‘ef‘r]o + / e T dx
Jo
1 il
— i e
_ bty
e e
2
L=1-7
e

2. Dans cette question, toute trace de recherche ou d’initiative, méme incompleéte, sera prise en compte dans I'évaluation.

Sur le graphique ci-dessous, on a représenté les portions des courbes Cy, Cs,

Cs3, C19, Cop, C3p comprises dans la bande définie par 0 < z < 1.

(a)

(b)

(c)

Y

05 4

1
Formuler une conjecture sur le sens de variation de la suite (I,,) en décrivant sa démarche.
Sur [0;1], f,, est continue et positive, donc I,, représente |'aire comprise entre les droites d'équations = = 0,

x =1, la courbe %, et I'axe des abscisses. On voit sur le graphique que ces aires semblent décroissantes, donc
la suite (I,,) semble décroissante.

Démontrer cette conjecture.

Pour tout n > 1,
1 1
In+1 o In _ / xn+1efx dr / e dx
0 0

1
= / (m”“e*x — x”e”) dz par linéarité de I'intégrale
0

1
= / " (x —1)e * dz
0

Pour tout z € [0;1], 2" >0, e * > 0etz — 1 < 0 donc 2"(z — 1)e”® < 0.
On integre sur [0; 1] une fonction continue négative, donc le résultat est un nombre négatif par positivité de

I'intégrale. On en déduit que I,,41 — I,, < 0 pour tout n > 1 donc ’ la suite (I,,) est décroissante

En déduire que la suite (I,,) est convergente.
Pour tout n > 1, f,, est une fonction continue et positive sur [0; 1] donc I,, > 0 par positivité de I'intégrale.
Ainsi, la suite (I,,) est décroissante et minorée par 0 donc, d'aprés la théoreme de convergence monotone,

’ la suite (I,,) est convergente ‘ }




(d) Déterminer lim (I,).

—>+00
Montrons que ngl—iI—loo (I,) = 0.
Méthode 1 :

Sur l'intervalle [0; 1], z — —x est décroissante, donc par composition avec la fonction exponentielle, z +— e™*

est décroissante, donc e™® < e’ = 1. Ainsi, sur [0;1], fn(7) = 2% < 2"
Par propriété de I'intégration, on obtient alors :

Par conséquent,

1
0< 1, <
"Tn+il
lim 0=0et lim = 0 donc, d'apres le théoreme des gendarmes, | lim [, =0
n—+4o00 n—4oo N + n—+4o0
Méthode 2 :
Ona:

1
I, —/ " e dx
0

On définit les fonctions wu,, et v sur [0;1] par u,41(x) = 2" et v/(z) = e~ 2.
Ainsi, pour tout x € [0;1], on peut poser u/,  (x) = (n 4 1)z" et v(x) = —e™".
De plus u,, et v sont dérivables sur [0; 1], et u/, et v’ sont continues sur [0;1].
Par intégration par parties, on obtient alors :

Lpor = /0 e ()0 () de
= @@~ [ ) 6o
= [t | e () do
=+ (n+1)/01xne—w da
=t

e

On en déduit alors que :
Iy 1
=— I
n+1 (n+1)e i

Si ¢ est la limite de I,, a I'infini, par passage a la limite, on obtient : 0 = 0 + ¢ donc lirf (I,)=0
n——+0o0




2 Exercices du manuel
4 page 310

1. Pour tout réel z > 0,

1 1 1 1
/ —5x 372 — (=) =152 — _
f(x) X 3x NG x 2\/5—1—:152

2. Pour tout z €]2;400],

1 5
/ = 5 X =
g () [2\/5:1; = 10} 25z — 10
3. Pour tout z € R, \ \
B (z) = =363 x *79% = 3623?79
4. Pour tout z € R, 6
VA4 — o
(z) (3z2 +1)2
5 page 310
Pour tout z € R, F(x) = u() avec
v(x)
u(z) = 422 + 1 v(r) =322 + 1
u'(z) = 8z V'(z) = 6x
Ainsi, pour tout = € R,
(e - M)~ uz (@)
(v(x))?
_ 8z(3z? +1) — (42 + 1) x 6z
N (3z2 +1)?
B 2z
-~ (3z2+1)2
= f(x)

En conclusion, F' est bien une primitive de f sur R.

6 page 310

1. On définit la fonction u dérivable sur R par u(z) = e* — 2 avec v/(z) = e*.
Ainsi f(z) = 3u/(z)u(x)?, d’oli une primitive F' de f est donnée par F(z) = (e* — 2)>.
2. On définit la fonction u dérivable sur R par u(x) = 5z + 2 avec u/(z) = 5.

Ainsi, pour tout réel z,

1
g(z) = % ' (z)e®

g admet donc une primitive sur R telle que, pour tout réel z, G(z) = ge“(w).
Ainsi, pour tout réel z,

G(x) _ ée5x+2

3. On définit la fonction u dérivable sur I = R\{—+/2;v/2} par u(z) = 322 — 6 avec /() = 3 x 2z = 6z.

Ainsi, pour tout x € 1, 6 /()
o) =~ <‘<3x—6>> - <‘<u<x>>2>

d'ou h admet une primitive sur I de la forme H = ——. Ainsi, pour tout réel z,
N

1

H@) =355



4. On définit la fonction u dérivable sur R par u(x) = 22 + 7 avec v'(z) = 2.
Ainsi, pour tout z € R,

k(x) =z x (ZE2 + 7)_4 = —é (—3 X 22 X (:L’2 + 7)_4) = —% (n x u'(z) x u(x)"_l)

1
k admet donc une primitive sur R de la forme K = —gu_?’. Pour tout réel x,
1 1 1
Kiz)=——@*+7)3=-————
(z) = —g@@"+7) 6 (22 +7)3

5. On définit la fonction u dérivable sur R par u(z) = 22 + 4 avec u/(x) = 2x. Ainsi, pour tout = € R,

2x v ()

)= 2Vx? +4 T 9 u(z)

Ainsi ¢ admet une primitive sur R de la forme L = \/u. D'ou, pour tout réel z,

L(x) = \/m

Lz

7 page 310

1. f est continue sur R donc admet des primitives sur R. Pour tout réel z,
3 1o N
F(x):x—ix +7x+k oukeR

2. La primitive de f s'annulant en —1 vérifie F(—1) = 0. On a donc :

F(-1)=0 = (-1 = S(-1? +7x (- + k=0 = k=1

) 1 17
La primitive de f s'annulant en —1 est donc la fonction F définie sur R par F(x) = 23 — 5902 + Tz + 5

27 page 326

La fonction f est une fonction polyndme du second degré.
Le discriminant de ce polyndme vaut A = 37, il admet donc deux racines réelles :

—5— /37 ) —54 /37
= - 9=

e 6 6

Puisque z1 < 1 et x5 < 1, la fonction f est donc continue et positive sur [1; \/ﬂ
. 5
Elle admet pour primitive la fonction F' définie par F(z) = 2 + 51’2 — .

L'aire du domaine est donc égale a

v
/ 3f($)d$ = [F(w)]i/g =2V3+5ua.
1




35

30

25

20

30 page 326

La fonction f est continue sur R et admet pour primitive la fonction F' définie sur R par F(x) = T e’ + ?x

La valeur moyenne de f sur [—1;0] est donc

1|4 i
0t o D'

——E—i-e_l

- 28

60 page 329

Les fonctions a intégrer sont toutes continues donc admettent des primitives sur leur intervalle d'intégration.

4 1 ! 40
1. / (22 — 42 —1)dz = [m3—2m2—aj} =——
o 3 .3

2
2. / 5dz = [5z]*, = 20
-2

3 3
1 1 93
2 = | =242 ==
/ <7t—i— )dt [14t + t]o o

\/5 1 2
4, / xt — 222 +9) dl‘:|:l‘5—l‘3—|—9l‘:|
1 5 3

w

V2 o127v2 - 128
. 15

o

! 3 5 !
/ (3t% +3t> — 5t + )dt:[t4+t3—t2+t] =4
) 4 2 .

3
6. /1dx: =2
1



61 page 329

Les fonctions a intégrer sont toutes continues donc admettent des primitives sur leur intervalle d’'intégration.
g 4771
_92 X x _9
2. / e’dr = 5 —e—¢°

(Attention, dans cette question, les bornes de I'intervalle ont été inversées : le nombre le plus petit est en haut).

49 3 49
3. / \Fdx— [6vz],” =42 — 62

1 177" —47e2 +4e—4
4./ (e + 323 —) dz = [ex+3m4+] :76%
_9 x2 4 x| _o 4e

62 page 329

Les fonctions a intégrer sont toutes continues donc admettent des primitives sur leur intervalle d'intégration.
1

1. La fonction = + 322(523 — 1)? est de la forme 1—5u’u2 avec u(z) = 5z® — 1 et u/(z) = 1522

1
Une primitive de cette fonction est donc = 1—5(5303 —1)3. D'ou

2 1 2
/ 322(5x® —1)%da = | —(52° —1)3| = 3969
-1 15 -1

S5r—1

1
2. La fonction z — e est de la forme gu’e“ avec u(z) = bz — 1 et v/(z) = 5.

Une primitive de cette fonction est donc =+ —e®*~1,

D'ou
1 —
/1 65171 do — |:]_e'5$1:| _ e4 —e 11
,2 5 . 5

3z 3
3. La fonction z — ———— r) =222+ 1 et u/(z) = 4x.

Une primitive de cette fonction est donc x — 5\/2332 + 1.
D'ou

3 3

V19 —
/ L P [3 2372—1—1} _ V199
2 V222 +1 2 o 2

1
4. La fonction = — e%(5e® + 3)? est de la forme Eu’u2 avec u(z) = 5e” + 3 et u/(z) = 5e”.

Une primitive de cette fonction est donc x — 5(5e + 3)3.
D'ou
2 2 2 3
1 5 3)° — 512
/ e (5e” +3)2dr = | —(5e” 4+ 3)3| = (5e” +3)
0 15 0 3
) 2 2 ,
5. La fonction x — B 52 est de la forme —po avec u(x) =3 — bz et v/(x) = —5.
2 1
Une primitive de cette fonction est donc z — — X .
Dol 5 3-5z
ou

/2 2 [2 1 r 1
L (3—5z) 53-5z], 7




1
, ew 1 1
6. Pour tout réel z, — = —er.
.7 1
. 1
La fonction z — —e= est de la forme —u'e", avec u(z) = — et v/(x) = ——.
x2 ) T x2
Une primitive de cette fonction est donc z — —e=.

D'ou

1

Zew 172 1
—de: [—ex} —e—e2
1 X 1

66 page 330

Les fonctions a intégrer sont toutes continues donc admettent des primitives sur leur intervalle d'intégration.
1. Pour tout z € [—1;2],

1 1
flz)=z(322 —1)* = The 3 x 6z x (32° —1)? = The 3 x ' (z) x (u(z))>!
avec u(r) = 322 — 1 et v/(x) = 62
1

1
Une primitive de cette fonction est donc la fonction F' définie par F'(x) = E(u(x))?’ = (322 - 1)3.

La valeur moyenne de f sur [—1;2] est donc égale a

M=_ 1 /2 (32% — 1)?de = + | = (342 1)32 = —
Toa— (-1 ), T8 2

2. Pour tout z € [—1;3],

3
f(z) = —3xe -2 o —g5 X 20 x 72 = —5 % u'(z) x @)
avec u(r) = 22 — 2 et v/(z) = 2v
, 3 3
Une primitive de cette fonction est donc la fonction F' définie par F(z) = —56“(“3) = —ieﬁ_?.

La valeur moyenne de f sur [—1;3] est donc égale a

1 3 2_9
M:/ —3ze® “dx =
5= (1) /),

=~ =

3. Pour tout z € [0;1],
B 152 _ 1 3372 . 1
flz) = B2 37 B2 3" (u@)?

avec u(r) = 8 — 23 et v/(z) = —322

Une primitive de cette fonction est donc la fonction F' définie par F'(x) =

La valeur moyenne de f sur [0;1] est donc égale a

1t a2 1 1! 1
M= do=|>x—— | =| —
1—0/0 892 7 [3X8—x3}0 168

4. Pour tout = € [1;4],
__ 3 3 4 3 )
Csvat+2 100 2vat+2 107 24 /u(z)

f(@)

avec u(z) = z* + 2 et /() = 423

, 3 3
Une primitive de cette fonction est donc la fonction F' définie par F'(x) = Tl u(x) = 0 ® xt + 2.

La valeur moyenne de f sur [1;4] est donc égale a

M= / 30 qp_ L[3 o piaa| o] V238-V3
4—-1 )7 54 +2 310 1 10




73 page 330

4
1. A I'aide d'une calculatrice, on obtient / f(z)dx =~ 14, 17.
-1

4
2
3x +12x2+ll dx
(x+2)
-1
14.16667
\
2. (@) Pour tout réel z # —2,
1 3@+4+2%*-1 322+122+11
(x4+2)2 (x4+2)2 (x +2)2
1
Par conséquent, pour tout réel x # —2, f(x) =3 — EFTIEL
(b) f est une fonction continue, car dérivable, sur R\{—2} donc elle admet des primitives sur cet intervalle.
On a alors A A A
1 1 85
x)dr = 3—— | de = |3x+ -
/1f( ) /1( (x+2)2> [ $+2}1 6
76 page 331

On définit les fonctions u et v sur [—1;1] par v/(z) = e * et v(z) = 3.

Ainsi, pour tout = € [—1; 1], on peut poser u(z) = —e* et v'(x) = 3.

De plus u et v sont dérivables sur [—1; 1], et u’ et v’ sont continues sur [—1;1].
Par intégration par parties, on obtient alors :

/ 1 3ze™% dr = [u(z)v(z)]t, — / 1 w(z)v' (x) dz

—1 —1
1
= [—Sxe_x]l_l —/ —3e “dx
~1
=3¢ ! —3e! - [3671«]171
=3¢ ! —3e! - (36_1 — 361)

= —6e !
78 page 331
1
On définit les fonctions u et v sur [—1;2] par u/(x) = FeE et v(z) = x.
Ainsi, pour tout x € [—1;2], on peut poser u(zx) ! et v/(z) =1
insi, pour tout x € [—1;2], on peu ru(z) = —————— etv/(x) = 1.
P peutp 2(2+ 7)?

De plus u et v sont dérivables sur [—1;2], et v’ et v’ sont continues sur [—1;2].



Par intégration par parties, on obtient alors :

/.

103 page 334

La fonction g: = —

(2+x)

@1

X

s (he)

est continue, car dérivable, sur R et est de la forme —.

1

-1

s do = [u(x)v(:z:)]l_l - / u(z)v' (x) dz

12

1 = _/ LS
22+2)2| ; J1 2(24x)?
1 oz 7? 2 1 1 4
‘2<2+x>2__1‘/_1‘2<2+x>2 !
1 oz ]? 1 1 ]2
__2(2+a:)2_1_[2><2+:1:]1

111
16 2 8 2
3
16

'
'LL2
1

Elle admet donc une primitive G de la forme G = ——.

Ainsi une primitive de g est la fonction G définie sur R par G(x) = —

On en déduit que

Ainsi,

/

Le2r 4 367 41
(eac + 1)2

U
1

et +1°

¢ T | L1
e +12 T g1, e+l 2

dx

1+e” s .
dx Identité remarquable un peu planquée!

_/1 (ea:)2+2ea:_|_
0

107 page 335

Partie A
1. Pour tout z € [0;4],

(e” 4 1)2

1 T
e L .
dx +/ (e* +1)2 dx par linéarité de l'intégrale
0

f'(x) = 3,6e725% 4 (3,62 +2,4) x (—0,6)e 057

= (3,6 — 2,16z — 1,44)e 067
= (=2,16z + 2,16)e 5%



2. (a) Pour tout = € [0;4], e7%%% > 0 donc f/(z) est du signe de —2, 16z + 2, 16.

—2,16+2,16 >0 — 2,16+ 2,16 =0
— —2,16x > —2,16 <— —2,16x = -2,16
<— <1 <— =1

(b) D’aprés la question précédente, on obtient le tableau de variations ci-dessous.

x 0 1 4
f(@) + 0 —~
f()
x
f(a) 1///// \\\\\f@
f(1) =6e7%6 —1,4~1,89 f(4)=16,8¢72% - 1,4~ 0,12

" A{ﬂ@dxzUN@K:PWQ—F@):&4—3&2A%435
Partie B

1. g est continue sur [0;4]. g admet donc des primitives sur [0;4].
3

4
Une primitive de g est G définie sur [0;4] par G(z) = % — 222 + x.
On en déduit que :

0,5 1
A g(x)dz = G(0,5) — G(0) = -

2. L'aire du domaine grisé est égale a 2 fois |'aire du domaine grisé situé au-dessus de I'axe des abscisses.

Cette derniére a pour aire, en u.a.,
4 0,5
| f@dz= [ @)z
0 0

puisqu'il s'agit de I'aire du domaine compris sous la courbe représentative de f, I'axe des abscisses et les droites
d'équation x = 0 et x = 4, a laquelle on soustrait I'aire du domaine compris sous la courbe représentative de g,
I'axe des abscisses et les droites d'équation x =0 et x =0, 5.

On a

4 0,5 1
/ f(x)dz — / g(x)dr = 8,4 — 3824 — ~
0 0 6

L'aire du domaine grisé vaut donc

247 247
2 X <30 — 386_2’4> =" —76e 2%~ 9,57 ua.
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Partie A
1. Ona:

up =0

ug=2u; —1=2x0-1=-1
uz=3ug —1=3x(-1)—1=—-4
ug =4uz —1=4x(-4)—-1=-17



2. On compléte I'algorithme comme ci-dessous.

Pour N allantde 14212 :
U—(N+1U-1
Fin pour

Il faut étre capable de transcrire ce petit programme en Python.

u=0.7
k range (1,13) :
u=(k+1) *u-1
print (u)

& En Python, si on utilise for k in range(1,13), k va varier entre 1 et 12.

3. Siu; =0,7, la limite de la suite (u,) semble &tre —oo.
Si up = 0,8, la limite de la suite (u,,) semble étre 4+oc0.

Partie B

1. Pour tout z € [0;1],
Fl(z) = —e'™ — (=1 —2)e! ™% = 2! ™% = f(2)

Ainsi F' est bien une primitive de f sur [0;1].

2. Comme la fonction F est une primitive de f sur [0; 1] alors

1
11:/0 f(x)dx
= F(1) - F(0)
=2 (~¢)
=e—2

3. (@) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.
1
Onal,= / 2" lel =%y,
0

On définit les fonctions u et v sur [0;1] par v/(z) = el =% et v(z) = 21
Ainsi, pour tout x € [0;1], on peut poser u(x) = —e!=® et v'(z) = (n + 1)z".
De plus u et v sont dérivables sur [0;1], et u’ et v’ sont continues sur [0; 1].
Par intégration par parties, on obtient alors :

1
= (ulx)vlx 1— Ui"Ul.’E X
Lo = [u(z)o(@)]} /0 () (2)d
=[(—e!l™® x"“]l—/1(—e1_a”)(n+1)x"dx
=[(—e7") x 0 A

1
=-1+ / e =% (n + 1)z"dx
0

=n+1I,—-1

(b) Onalhb =2 —-1=2(e—2)—1=2e—5.
4. (@) Soit = un nombre réel de I'intervalle [0; 1] et soit n un entier naturel non nul.

Ona—1<—z<0donc0<1—z < 1. Par croissance de la fonction exponentielle, on obtient 1 < e!™% < e,
puis 0 < e!~® < e. Enfin, en multipliant par 2™, qui est un nombre positif, on obtient 0 < z"e! =% < 2.



(b) Soit n un entier naturel supérieur ou égal 3 1. D'aprés la question précédente, on a 0 < 2"e!~® < z"e donc

1 1 1
/ 0dx < / e ?dr < / z"edx — 0< I, < ©
0 0 0 n + 1

e
(c) lim 0=0et lim =0
n—+00 n—+oon + 1
Ainsi, d'apres I'inégalité obtenue a la question précédente et le théoréeme des gendarmes, lirf I, =0.
n—-+0o0o

Partie C

1. = Pour tout n € N*, on pose :
P(n) : up,=nl(ug —e+2)+1,

= Initialisation :
Pourn=1,1u; —e+2)+ 1 =u; —e+2+e—2=u.
Par conséquent, P(1) est vraie.
= Hérédité :
Soit k € N* tel que P(k) est vraie. Autrement dit, on suppose que ug = k!(uy — e + 2) + Ij.
On veut démontrer que P(k + 1) est vraie, c'est-a-dire que ug+1 = (kK + 1) (ug — e+ 2) + I41.

Ona:

—

(k+1)

( V(ENup —e+2)+ 1) — 1 d'apres I'hypothése de récurrence
=k+DE(u1 —e+2)+ (E+1)I; -1

( Wur—e+2)+ (E+1)I; -1

( MW(ur —e+2) 4+ Ixyq d'apreés la partie B

—~

Par conséquent, P(k + 1) est vraie.

= Conclusion :
Par le principe de récurrence, on a démontré que, pour tout entier naturel n > 1, u, = nl(u; — e+ 2) + I,.

2. (@) D’'apreés la partie B, on sait que lim I, = 0.

n—-+o0o
Comme uq1 = 0,7, u1 —e+ 2~ —0,018, alors u; —e+ 2 < 0.
On obtient donc lim n!(u; —e+2) = —oo puis lim wu, = —oc.
n—4o0o n—4o0o

(b) Comme u; =0,8, u; —e+2~0,082, alors u; —e+2 > 0.

On obtient donc lim n!(u; —e+2) = 400, puis lim wu, = +oc.
n—4o0o n—-+4+o0o



3 Autres exercices

Entrainement - Exercice 1

Soit f la fonction définie sur |0; +o00[ par f(z) = zIn(z).
2
1. Montrer que F(z) = % (2In(x) — 1) est une primitive de f sur ]|0; +o0|.

Pour tout z €]0; +00], on a:

2 22
Fl(z) = f x (2In(z) — 1) + % x =
x x
=—(2In(x) -1 —
L (omn(r) 1)+ &
x r x
—5)(2111(1’)—5—1—5
= zln(x)
= f(z)
On en déduit donc que F est une primitive de f sur |0; +oo].
4
2. Calculer la valeur exacte de / f(z)dx.
2
On a donc :
! 4
| e = P
42 22
= Z(21n(4) —-1)— Z(Zln(Z) —1)

=16In(2) —4—2In(2) + 1
=4(2In(2%) — 1) —2In(2) +1
=14In(2) — 3

Entrainement - Exercice 2

Calculer la valeur moyenne de la fonction inverse sur [4;16].

1 16
= 15 @)y
1
SED) (In(16) — In(4))
1
=1 (41n(2) — 21n(2))
21n(2)
12
In(2)
-6
Entrainement - Exercice 3
2
A I'aide d'une intégration par partie, calculer I = [ (z — 2)e**dz.

On définit les fonctions u et v sur [1;2] par u/(z) = €** et v(x) = = — 2.

Ainsi, pour tout x € [1;2], on peut poser u(x) = 56236 et v'(z) = 1.



Les fonctions u et v sont dérivables sur [1;2], et u’ et v sont continues sur [1;2].
Par intégration par parties, on obtient alors :

1 212
I= [2629”@—2)}1—2/1 e*dx
1

1 1 1
— €2X2(2—2>—562X1(1—2)—* |:6293:|

2 212
o 1 2 1 1 2%X2 1 2x1
—2° T2 <2€ 2°¢

1 1 1
= 562 — 164 + 162
3e? — et

4

Entrainement - Exercice 4
1

On considére la fonction h définie sur [0; 1] par h(z) = 22
x

1. Montrer que h est décroissante sur [0;1].
La fonction h est dérivable sur [0; 1] comme quotient de fonctions dérivables sur [0; 1] dont le dénominateur ne
s'annule pas sur [0; 1].

Pour tout = € [0;1], h(z) =

1
(@) avec u(x) = 1 + 22 et v/(z) = 2u.
Par conséquent,

! 2z
h, r) = — v ($) = —
@) = e = T ra?

Pour tout = € [0;1], =2z < O et (1+ x2)2 > 0 donc h/(z) < 0 et ainsi h est décroissante sur [0; 1].

2. Déterminer alors un encadrement de h(x) sur [0;1].
On en déduit le tableau de variations de la fonction A sur [0;1] :

1
z 0 1 h(0) = =1
(©) 1 402

1 1 1

h(x \ 1 h(1) = =z

(z) L 1+12° 2

. 1
Ainsi, pour tout x € [0;1], 3 S h(z) < 1.

1 1
3. En déduire que 5 < / h(z)dr < 1.

0
En intégrant I'encadrement précédent, par croissance de l'intégrale, on a donc :

1q 1 1
/ —dz g/ h(z)dz é/ 1dz
0o 2 0 0



Entrainement - Exercice 5

1 1 1
On considére deux fonctions f et g définies sur R par f(z) = 5952 5%~ etyg(x)= —§($ -3)(z+2).
On note € et €, leur courbe représentative respective.

1. Déterminer les coordonnées des deux points d'intersection A et B des deux courbes.
Pour déterminer les points d'intersection des courbes € et €, on résout I'équation f(x) = g(x).

1 1 1
flz) =g(x) <= 5362—53:—3:—5(1'—3)(33—1—2)
1 1 1
1, 1 1, 1 .
<:>§a;—§1—3+2x 5% 3=0

= 22—2-6=0
OnaA=(-1)2—-4x1x (—6)=25> 0 donc cette équation admet deux solutions réelles distinctes :

1—+/25 1425
rN=———=—2¢€etr9=——"—=3
2 2
Calculons maintenant les ordonnées de ces points d'intersection :
1
f(=2)=9(-2) = —5(-2-3)(-2+2) =0
1

fB)=9@)=-56-3)3+2)=0

En conclusion, €% et €, ont deux points d'intersection A(—2;0) et B(3;0).
2. Etudier les positions relatives de Cr et Cy.
D’apres la question précédente, on sait que f(z) — g(z) = 22 — 2 — 6.
Puisque a =1 > 0, on a le tableau de signes suivant :
x —00 —2 3 +00
f(@) —g(x) + 0 - 0 +

On en déduit que :
» ¢ est au-dessus G, sur | — 0o; —2[U]3; +o0|
= ¢ est en dessous G, sur | —2;3[.
» Gret ¢, secoupentenr = —2etenx=3.

3. Calculer I'aire entre les deux courbes entre I'abscisse de A et |'abscisse de B.
On déduit des questions précédentes que I'aire entre les deux courbes sur [—2; 3] est égale a :

3
A= [ (g@) = f(a))da
=/3 (—2% +z +6) dz
-2
23 2 3
:|:—3+2+6l‘:|_2
3 2 _9\3 _9)\2
:—?;)+2+6><3—(—( 32> +< 22) +6><(—2)>
%

6



a=20.83
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