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BACCALAUREAT GENERAL

Session Avril 2026

MATHEMATIQUES

DUREE DE L'EPREUVE : 4 heures

L'utilisation d'une calculatrice en mode examen est autorisée.
Ecrire le nom de votre professeur de mathématiques en haut a gauche sur votre premiere copie.
Vous veillerez a bien numéroter les pages de vos copies.

Il n'est pas nécessaire de rendre le sujet.

Le sujet est composé de quatre exercices indépendants. Il comporte 5 pages.

Dans chaque exercice, le candidat peut admettre un résultat précédemment donné dans le texte pour abor-
der les questions suivantes, a condition de I'indiquer clairement sur la copie.

Le candidat est invité a faire figurer sur la copie toute trace de recherche, méme incompléte ou non fructueuse,
qu’il aura développée.

Il est rappelé que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans |'appréciation des copies.
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Exercice 1 (5 points)

On dispose de deux urnes opaques U; et Us.

L'urne Uy contient 4 boules noires et 6 boules blanches. L'urne Uy contient 1 boule noire et 3 boules blanches.
On considére I'expérience aléatoire suivante : On pioche au hasard une boule dans U; que I'on place dans Us,
puis on pioche au hasard une boule dans U,. On note :

e N; I'événement « Piocher une boule noire dans I'urne Uy ».

e N, I'événement « Piocher une boule noire dans I'urne Us ».

PARTIE A

1. On considére I'arbre de probabilités ci-dessous.

(a) Expliquer pourquoi la probabilité de piocher une boule noire dans I'urne Uy sachant qu’'on a pioché
une boule blanche dans I'urne Uy est 0, 2.
Si on a pioché une boule blanche dans U; et qu'on I'a mise dans Us, il y a donc 1 boule noire et 4
boules blanches dans I'urne Us.

La probabilité de piocher une boule noire dans I'urne Uy est donc égale a Pm(NQ) =:= 0, 2.

(b) Recopier et compléter I'arbre de probabilités ci-dessus, en faisant apparaitre sur chaque branche les
probabilités des événements concernés, sous forme décimale.

04/N2
1/ ’
~
- 0,6_
0,4 N
0,6 N.
_—1V2
\71/0,2
~
0.8

Ny
2. Calculer la probabilité de piocher une boule noire dans I'urne Uy et une boule noire dans I'urne Us.
P(N1 ﬂNQ) = P(Nl) X PNl(N2> =0,4%x0,4=0,16
La probabilité de piocher une boule noire dans I'urne U; et une boule noire dans I'urne Us est égale a 0, 16.

3. Justifier que la probabilité de piocher une boule noire dans I'urne Uy est égale a 0, 28.
{Nl; Nl} est une partition de I'univers donc, d'aprés la formule des probabilités totales, on a :

P(N3) = P(N1 N Ny) + P(N{ N No)
= P(N1) x Py, (N2) + P(N1) x Pg(N2)
=0,4x%x0,4+0,6 x0,2
=0,28
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La probabilité de piocher une boule noire dans I'urne Uy est donc bien égale a 0, 28.

4. On a pioché une boule noire dans |'urne Us.
Calculer la probabilité d'avoir pioché une boule blanche dans I'urne U;.
On donnera le résultat sous forme décimale arrondie 3 1072.
On cherche a calculer Py, (Ny).

P(NNN;) 0,12 3
P(Ny) 0,28 7

La probabilité d'avoir pioché une boule blanche dans I'urne U; sachant qu'on a pioché une boule noire dans
I'urne Uy est environ égale a 0, 43.

PARTIE B

Dans cette partie, I'expérience aléatoire précédente est répétée 20 fois de facon identique et indépendante, c’est-
a-dire que les urnes Uy et Uy sont remises dans leur configuration initiale, avec respectivement 4 boules noires et
6 boules blanches dans I'urne U; et 1 boule noire et 3 boules blanches dans I'urne Us, entre chaque expérience.
On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de fois ol on pioche une boule noire dans I'urne Us.

On rappelle que la probabilité de piocher une boule noire dans I'urne Us est égale a 0,28 et celle de piocher une
boule blanche dans I'urne U, est égale a 0,72.

1. Déterminer la loi de probabilité suivie par X. Justifier votre réponse.
Chaque boule prélevée dans I'urne Uy est une épreuve de Bernoulli de succés S : « la boule tirée est noire »
de probabilité p = 0,28. Les urnes étant remises en configuration initiale entre chaque expérience, les
tirages sont identiques et indépendants. X comptant le nombre de succes, la variable aléatoire X suit donc
une loi binomiale de parameétres n = 20 et p = 0, 28.

2. Calculer E(X) et interpréter le résultat dans le contexte de |'exercice.
X ~ %(20;0,28) donc E(X) =np =20 x 0,28 =5,6.
Si I'on répeéte un grand nombre de fois ces 20 tirages, on tirera en moyenne 5,6 boules noires dans |'urne
Uy a chaque fois.

3. Calculer la probabilité de tirer exactement 6 boules noires dans I'urne Us.
On donnera le résultat sous forme décimale arrondie 3 102.

20 : 006
P(X =6) = <6> x 0,285 x (1 —0,28)2°"¢ ~ 0,19

La probabilité de tirer exactement 6 boules noires dans I'urne Uy est environ égale a 0, 19.

4. Donner la valeur de P(X > 3) et interpréter le résultat dans le contexte de |'exercice.
On donnera le résultat sous forme décimale arrondie 3 1072,
A I'aide de la calculatrice, on trouve que P(X > 3) = P(X > 4) = 0, 85.
La probabilité de tirer au moins 4 boules noires dans I'urne Uy est environ égale a 0, 85.

PARTIE C

Dans cette partie, |'expérience aléatoire précédente est répétée n fois de facon identique et indépendante, ol n
désigne un entier naturel non nul.
On note Y la variable aléatoire qui compte le nombre de fois oli on pioche une boule noire dans I'urne Us.
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1. Déterminer par le calcul le plus petit entier naturel n tel que 1 —0,72" > 0,9.

1-0,72">0,9 <«<— -0,72">-0,1

— 0,72" <0,1
< 1In(0,72") < In(0,1) car la fonction In est croissante sur ]0; 00|
<= nln(0,72) <In(0,1)
In(0,1)
= > — L In(0,72) <0
"2 (0, 72) car In(0,72)
In(0,1)

De plus, n € N et ~ 7,01 donc le plus petit entier recherché est n = 8.

In (0,72)

2. Interpréter le résultat précédent dans le contexte de |I'expérience.
Dans cette partie, Y suit la loi binomiale de parameétres n et p = 0, 28.
On remarque que la probabilité d’obtenir au moins une boule noire est égale a :

P(Y>1)=1-P(Y =0)
=1- <’g> x 0,28 x (1 —0,28)"°
=1-0,72"

D'apres la question précédente, on sait que 1 — 0, 72" lorsque n > 8.
On en déduit qu'il faut au moins 8 tirages pour que la probabilité de piocher au moins une boule noire soit
supérieure a 0, 9.
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Exercice 2 (6,5 points)

On consideére la fonction f définie sur ] 0;+oo[ par
f(z) =2® — zln(z)

On admet que f est deux fois dérivable sur ] 0; 4o0].
On note f’ la fonction dérivée de la fonction f et f” la fonction dérivée de la fonction f’.

Partie A : Etude de la fonction f.

1. Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en 400.
= Par croissances comparées, liIr%)xln(x) = 0.
T—r

De plus, lim 22 = 0 donc, par somme de limites, lim f(z) = 0.
z—0 z—0

= On a une forme indéterminée du type « oo — oo » pour la limite en +oc.
Cependant, pour tout z €]0; o0,

f(x) = 2% — zln(z) = 2° <1 ln(x)>

xT

In(z In(x
Par croissances comparées, lim n(z) = 0 donc, par somme de limites, lim <1 — H(T)> =1.
T—>+00 xr T—r—+00 X
Enfin, lim 22 = 400 donc, par produit de limites, lim f(z) = +oo.
T—+00 r—r+00

2. Pour tout réel x strictement positif, calculer f’(z).
La fonction f est dérivable sur ] 0;+o0] et, pour tout 2 €]0;4o0], on a :

f’(:v):2:17—1><1n(;r)—3;><%:Qw—l—ln(x)

X
3. Montrer que pour tout réel x strictement positif :
20 — 1
1!
€Tr) =
Py = =
La fonction f’ est dérivable sur ] 0;4o0[ et, pour tout = €]0;+oc], on a :

1 2z —1

fla)=2- ==
xr xr

4. Etudier la convexité de la fonction f sur |0;+oo[ et déterminer les coordonnées des éventuels points
d'inflexion de sa courbe représentative.
Pour étudier la convexité d'une fonction f, on étudie le signe de sa dérivée seconde f”.

204+1=0 < 2r=-1 < z=—3 204120 <= 22> -1 < x> —3
T 0 L +00
2
2x — 1 - 0 +
x + +
() — 0 -
Convexité de f concave convexe
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1 1
On en déduit que la fonction f est concave sur } 0; 2] et convexe sur [2; +00 {

1
f" s’annule et change de signe en = = 5 donc la courbe de f admet un unique point d'inflexion en z = 3

1 NN 1. /1 1 In(2)

“)=(Z) = Zn(Z2) =24 22
1(6)-0) -ema) i

. . S . , 11 In(2)
En conclusion, I'unique point d'inflexion de la courbe de f a pour coordonnées 21 + — )
5. Etudier les variations de la fonction f’ sur ] 0;+o0[, puis dresser le tableau des variations de la fonction f’

sur ] 0;4o0.
On veillera a faire apparaitre la valeur exacte de I'extremum de la fonction f’ sur ]0;+oo.

Les limites de la fonction f’ aux bornes de l'intervalle de définition ne sont pas attendues.
Le signe de f” de la question précédente nous permet d'en déduire les variations de f’ sur ] 0; +oo.

€T 0 1 —+00
2
/(@) -0+
f'(@)
In(2)

r(Q)-seboron ()

6. Montrer que la fonction f est strictement croissante sur | 0; +00].
D’aprés la question précédente, le minimum de f’ sur ]0;+4o0[ est In(2) > 0 donc f’ est strictement
positive sur | 0;4+00[. On en déduit donc que f est strictement croissante sur ] 0; +o0].

Partie B : Etude d'une fonction auxiliaire pour la résolution de I'équation f(z) = .

On considére dans cette partie la fonction g définie sur | 0; +o0o] par

g(x) =z —In(z)

On admet que la fonction g est dérivable sur | 0;+oo[, on note ¢’ sa dérivée.

1. Pour tout réel strictement positif, calculer ¢’(x), puis dresser le tableau des variations de la fonction g.

Les limites de la fonction g aux bornes de |'intervalle de définition ne sont pas attendues.
Pour étudier les variations de la fonction g, nous allons étudier le signe de sa fonction dérivée ¢'.

Pour tout z €]0; +00],
1 z-1

gla)=1-—=—
Xr X
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z 0 1 +00
v — 1 - 0 +
x + +
J'(x) — 0 +
g9(z)
1

g(l)=1—-In(1) =1

2. On admet que 1 est I'unique solution de I'équation g(z) = 1.

Résoudre, sur I'intervalle | 0; +o0[, I'équation f(z) = =.

f)=2z <= 2*—zln(z)==x
— 2X—zhn(x)-z=0
< z(zx—In(z)—-1)=0
<~ z-—In(z)—1=0 carz # 0
< z—-In(x)=1
— g(z)=1
— x=1

L'équation f(x) = x admet une unique solution sur | 0; 4+o00[ et cette solution est = = 1.

Partie C : Etude d'une suite récurrente.
On consideére la suite (u,) définie par ug = 3 et pour tout entier naturel n,

Unt1 = f (up) = u% — up In (uy,)

1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n :

% S Up SUppy <1
e Pour tout n € N, on pose :
P(n) % <up <uprp <1
e |nitialisation :
uy = % et uy = f(ug) = f (;) = % + hqé2) ~ 0,597.

1
On a bien 5 < up < up < 1donc P(0) est bien vraie.

e Hérédité :
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Soit k € N tel que P(k) est vraie. Autrement dit, on suppose que — < ug < ukr1 < 1.

1
1 2
On veut démontrer que P(k + 1) est vraie, c'est-a-dire 5 Suprr < ugro < 1.

Ona:
1 ’ b 1 N 7
B Sup <up4 <1 d'aprés I'hypothése de récurrence
1
= f <2> < flug) < flugsr) < f(1) car la fonction f est croissante sur | 0;400]
1 1 In2) 1\ 1 In2)
— 5 4+ 5 Uptr1 < Ukt carf(2> 4+ 5 0,597 et f (1)

Par conséquent, P(k + 1) est vraie.

e Conclusion :

Par le principe de récurrence, on a démontré que, pour tout entier naturel n, = < u, < upy1 < 1.

DN |

2. Justifier que la suite (u,) converge.
D'apres la question précédente, la suite (u,) est croissante et majorée par 1.

_ 1
D’apres le théoréeme de convergence monotone, la suite (u,) est convergente vers un réel £ € [2; 1{.

3. On appelle ¢ la limite de la suite (uy,). Déterminer la valeur de ¢.

» Pour tout n € N, upi1 = f(uy).
= La fonction f est continue sur R car elle est dérivable sur cet intervalle.

= [ est strictement croissante sur R et lin% f(x) = 0 donc f est définie et a valeurs dans R
rT—r

= La suite (u,) est convergente vers £ € R .

D’apres le théoreme du point fixe, ¢ est donc solution de I'équation f(x) = x.
D’apres la question B.2., I'unique solution de cette équation sur RY est x = 1.
En conclusion, la suite (u,) converge vers ¢ = 1.
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Exercice 3 (4,5 points)

1 . L N Ve % % %
L'espace est muni d'un repére orthonormé (O P, g, k:)

On considére :

e les points A(—2; 0; 2), B(—1;3;0), C(1; —1;2)etD(0; 0; 3).

T t
e la droite Z; dont une représentation paramétrique est ¢ y = 3t avec t € R.
z = 3+5t
z = 1+3s
e la droite 25 dont une représentation paramétrique est ¢ y = —1—15s avec s € R.
z = 2-—06s
1. Démontrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
—1—(-2) 1 1—(-2) 3
AB| 3-0 — AB| 3 Aac| -1-0 | < A4AC|-1
0-—2 -2 2—2 0

—1
1 =+ 3 donc les coordonnées des vecteurs E et ﬁ ne sont pas proportionnelles.

On en déduit que les vecteurs ﬁ et ﬁ ne sont pas colinéaires et donc que les points A, B et C ne sont

pas alignés.
LN
2. (a) Démontrer que le vecteur n | 3 | est orthogonal au plan (ABC).
)

HAB=1x1+3x3+5x(~2) =1+9-10=0
WAC=1x3+3x(~1)+5x0=0

Le vecteur 77 est orthogonal 3 deux vecteurs directeurs non colinéaires du plan (ABC') donc
orthogonal au plan (ABC).

T est

(b) Justifier qu'une équation cartésienne du plan (ABC) est :
z+3y+52—-8=0.
7 est un vecteur normal au plan (ABC') donc une équation cartésienne de ce plan est de la forme :
r+3y+5z2+d=20
De plus, A € (ABC) donc :
TA+3Ya+524+d=0 <= -24+3x0+5x2+d=0 <= d=-8
Finalement, une équation cartésienne du plan (ABC) est :

r+3y+52—8=0

(c) En déduire que les points A, B, C et D ne sont pas coplanaires.
xp+3yp+52p—8=04+3x04+5x3—-8=T7#0
On en déduit que D ¢ (ABC) et donc que les points A, B, C' et D ne sont pas coplanaires.
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3. (@) Justifier que la droite 2 est la hauteur du tétraedre ABCD issue de D.

On admet que la droite %, est la hauteur du tétraédre ABCD issue de C.
D'une part, dans la représentation paramétrique de la droite &1, lorsque ¢t = 0, on obtient :

r=0
y=3x0=0
z2=3+5x0=3

On reconnait les coordonnées du point D donc D appartient a la droite ;.
1

D’autre part, un vecteur directeur de la droite Z; est | 3 | c'est-a-dire le vecteur K qui est orthogonal
5

au plan (ABC).

On en déduit donc que la droite Z; est orthogonale au plan (ABC).

En conclusion, la droite &; est bien la hauteur du tétraédre ABC'D issue de D.

(b) Démontrer que les droites Z; et %, sont sécantes et déterminer les coordonnées de leur point d'in-
tersection.
Un point M(x;y; z) appartient a &) et 95 si, et seulement si, il existe des réels t et s tels que :

r=t r=143s
y =3t et y=—1-—2>5s
2z =23+ 5t z=2—06s
On résout donc le systéeme
t=1+43s t=1+43s
3t=—-1—"5s = 3(143s)=—-1-"5s
345t=2—06s 3+5(143s)=2—06s
t=1+43s
< 3+9s=—-1—-5s
34+5+155s=2—6s
t=143s
— 14s = —4
21s = —6
2
t=1+3x(-3)
_ 2
< S——7
2
82—7
t=1
_ 2
s S——7
_ 2
s=-7

Le systeme admet une unique solution donc les droites Z; et %, sont sécantes.

Pour obtenir les coordonnées de leur point d'intersection M, on remplace t par % dans la représentation
paramétrique de Z; (ou bien s par —% dans la représentation paramétrique de %»).

On obtient alors :

T =

!
7
3 x

o
7
345 x

\”H\Hw



Lycée Jacques Monod Correction Baccalauréat blanc page 11/13

En conclusion, les droites 2, et &5 sont sécantes en M (% : %; %)
4. (a) Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal H du point D sur le plan (ABC).
Soit H le projeté orthogonal du point D sur le plan (ABC).
H est donc l'intersection du plan (ABC') et de la hauteur issue de D dans le tétraedre ABCD,
c'est-a-dire la droite 2.
H € (ABC) N 2, donc il existe t € R tel que :

rg =1
yg = 3t
zg =3+ 5t

xg +3yg +52g —8=0
On a donc :

t1+3x3t+5x(3+5t)—8=0 <= t+9t+15+25t—8=0
<— 3bt=-T7

<:>t—1
5

En reprenant les trois premieres lignes du systeme, on obtient alors :

1
TH=—=

g 1 3
=3 )= _Z
Yy X < 5) 5

1
3
5

;2).
(b) Calculer la distance du point D au plan (ABC).
H est le projeté orthogonal du point D sur le plan (ABC') donc la distance du point D au plan
(ABC) est égale a la longueur DH.

En conclusion, le point H a pour coordonnées H (—5; —=

1 1
DH —%—0 «— DH —§
1

On a donc :

3
En conclusion, la distance du point D au plan (ABC) est égale a =
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Exercice 4 (4 points)

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse en justifiant avec précision.
Une réponse non justifiée, méme correcte, ne rapporte aucun point.
Les quatre questions de cet exercice sont indépendantes.

1. On considére une suite (t,) vérifiant la relation de récurrence :
pour tout entier naturel n, t,+1 = —0,8t, + 18.

Affirmation 1 : La suite (w,,) définie pour tout entier naturel n par w, = t, — 10 est géométrique.
Pour tout entier naturel n,

Wpt1 = tpy1 — 10

— 0,8, + 18 — 10
— 0,8, +8
= —0,8(t, — 10)
= —0, 8w,

On en déduit que la suite (w,) est géométrique de raison ¢ = —0, 8.

L'affirmation est donc vraie.

2. On considére une suite (.S,) qui vérifie pour tout entier naturel n non nul :

n—-4<5, <3n+4.

S,

La suite (v,,) est définie, pour tout entier naturel n non nul, par v, = ==.

Affirmation 2 : La suite (v,) converge.
Pour tout entier naturel n non nul,

n—-4<5,<3n+4 <— < — <

4 4 4
lim — = 0 donc, par somme de limites, lim (3—— ) =0et lim <3 + ) =0
n

n—-+oo n n—-+00 n n—+00
D’apres le théoréeme des gendarmes, on en déduit que la suite (v,,) est convergente et que lirf Up = 3.
n—-—+0oo

L'affirmation est donc vraie.

3. On consideére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par w, = €™ —n.

Affirmation 3 : La suite (w,) converge.
On a une forme indéterminée du type « +00 — oo » pour la limite en +oo.

Cependant, pour tout n € N, on a :
, e
e —n=mn < — 1>
n

n n
. , . € .. .
Par croissances comparées, lim — = +o00 donc, par somme de limites, lim — —1] =4oc.
n—+oo N n—+oo \ N

lim n = 400 donc, par produit de limites, lim w, = +oc.
n—-+o0o n—-+oo

En conclusion, la suite (w,) diverge donc I'affirmation est fausse.

De plus,
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4. On considere la suite (u,,) définie a I'aide du script écrit ci-dessous en langage Python, qui renvoie la valeur
de uy,.

def u(n)
valeur = 2
for k in range(n)
valeur = 0.5 * (valeur + 2/valeur)
return valeur

On admet que (u,) est décroissante et vérifie pour tout entier naturel n :

V2 < uy, <20

Affirmation 4 : La suite (u,) converge vers V2.
D’apres le script Python, la suite (u,,) est définie par ug = 2 et, pour tout n € N,

2
Un+1 = 0,5 <Un + >
Un,

D’aprés les données de I'énoncé, la suite (u,,) est décroissante et minorée par v/2.

D'apres le théoréme de convergence monotone, la suite (u,,) est donc convergente vers £ > /2.
. : e B 2

Soit f la fonction définie sur R* par f(z) =0,5(z + =)

On sait alors que :

= Pour tout n € N, upi1 = f(uy).
= La fonction f est continue sur R} comme somme et produit de fonctions continues sur cet intervalle.
= La fonction f est définie et a valeurs dans RY .

= La suite (u,) est convergente vers { € R .

D’apres le théoreme du point fixe, ¢ est donc solution de I'équation f(x) = x.

On résout donc I'équation :

2

<— 2£:€+Z
2
— (==
V4
— (2=2

e (=—V20ul=+2

Comme £ > /2, on en déduit finalement que { = V2.
L'affirmation est donc vraie.



