CORRECTION DEVOIR SURVEILLE N°9 (1H20) I

’ Dans tout le devoir, un soin particulier doit étre apporté a la rédaction et aux justifications. ‘

Exercice 1 (6 points)

Calculer les intégrales suivantes en détaillant vos calculs.
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On cherche a calculer L = /e(ln(m))Qdm = [ (In(z))? x 1dz.

On définit les fonctions u et 1'u sur [1; €] par u(lx) = (In(z))? et v/(x) = 1.
Ainsi, pour tout x € [1;¢], on peut poser u/(z) =2 x — x In(z) et v(z) = .
De plus u et v sont dérivables sur [1;¢], et u/ et v/ sont continues sur [1; e].
Par intégration par parties, on obtient alors :
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Exercice 2 (2 points)

Sur le graphique ci-contre, la courbe € est la courbe représentative de
la fonction f définie par f(z) = —2? + 62 — 4 et la courbe €, est la 5

courbe représentative de la fonction g définie par g(z) = -

NG

En vous aidant du graphique pour connaitre la position relative
des deux courbes et en vous aidant des expressions de f et g :

1. Hachurer I'aire &/ comprise entre €, 6, et les droites d'équation
r=1etz=4. 1

2. Déterminer o par le calcul (en détaillant les étapes de calcul).

Graphiquement, on constate que % est au-dessus de @ sur I'intervalle [1;4] donc I'aire o7 est égale a :
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=10 u.a.

Exercice 3 (8 points)

Soit n un entier naturel non nul. On considére la fonction f,, définie sur R par :
fo(x) = (z+2)e ™
Soit (I,) la suite définie sur N* par :

1
I, = / fn(z)dzx

0
1. A l'aide d'une intégration par parties, montrer que I; =3 — —.
e

1
On cherche a calculer I} = / (x +2)e *duz.

On définit les fonctions u et g sur [0;1] par u(z) =z + 2 et v'(z) = e *.
Ainsi, pour tout z € [0;1], on peut poser u/(z) =1 et v(z) = —e™ 7.

De plus u et v sont dérivables sur [0; 1], et v’ et v’ sont continues sur [0;1].
Par intégration par parties, on obtient alors :
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2. Démontrer que, pour tout n € N*,
1
Iy —1I, = / (x4+2)e ™ (e —1)dx
0
Pour tout n € N*,
1 1
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3. En déduire le sens de variation de la suite (I,,).
Tout d'abord,

xT

e —120<«<= 21 <= —z>In(l) < =<0

Ainsi, pour tout x € [0;1] et pour tout n € N*, ona (z+2)>0,e ™ >0et (e*—1)<0.
On en déduit alors que (z 4+ 2)e ™ (e — 1) < 0.
Par positivité de I'intégrale, on a donc :

1
Inyi—1, = / (x+2)e ™ (e —1)de <0
0

En conclusion, la suite (I,) est décroissante.

4. Démontrer que, pour tout n € N*,

D'une part, pour tout z € [0;1],

<1 r+2<3
(x+2)e ™ <3 care " >0

fo(z) < 3e™™

111

D'autre part, la fonction f,, est positive sur [0; 1] donc, par croissance de |'intégrale, on obtient alors :
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5. En déduire que la suite (I,,) converge ainsi que sa limite.

3
lim (1—-e™)=1et lim — =0 donc, par produit de limites, lim —(1—e™")=0.
n—-+oo n—+oo n n—+oo N
De plus, lim 0 = 0 donc, d'apres le théoreme des gendarmes, lim I, = 0.
n—-+oo n—-+oo



Exercice 4 (4 points)

1

Soit f la fonction définie sur |1;4o00| par f(x) = 2@ 1)

1. Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que I'on ait, pour tout = > 1,

a b c
f(x)—; z+1 z-1
Pour tout z > 1,
L b L€ Ca(z+1)(x— 1)+ bx(x — 1) + cx(x + 1)
r 4+l x-—1 z(z+1)(z—1)

az® —a + bx® — bx + ca® + cx
z(x+1)(z—1)

_(a+b+c)a?+ (-b+c)z—a
z(x+1)(z —1)

Par identification des coefficients, on obtient alors :

a"—b"’C:O a:—l a:_l
—b+c=0 — b=c = b= 3
—a=1 20 =1 5

En conclusion, pour tout x > 1,

2. Déterminer alors une primitive F' de f sur |1;+o0l.
/

u
Les différents termes de f sont de la forme —.

u
Une primitive de la fonction f sur |1;400] est donc de la forme :

F(z) = —In(z) —i—%ln(m—i— 1)+ %ln(z —1)

3
3. En déduire alors la valeur de I = / f(x)dx.
2

On donnera le résultat exact sous la forme pln(2) + ¢In(3).
On a alors :

Iz:é%ﬂxﬂx
3

= { In(x) + % In(z +1) + %ln(x - 1)] )

= —In(3) + % In(4) + %ln(Z) — <— In(2) + 3111(3) + % ln(l)>
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