CORRECTION DEVOIR SURVEILLE N°7 (1H) I

’ Dans tout le devoir, un soin particulier doit étre apporté a la rédaction et aux justifications.

Exercice 1 (15 points)

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]0; +o0o[ par :

~ 1+1In(x)
- 2

f(x)

et soit € la courbe représentative de f dans un repére du plan.

X

1. (a) Etudier la limite de f en 0.

lim In(x) = —oo donc, par somme de limites, lim (1 + In(x)) = —oc.
z—0 z—0
x>0 x>0
De plus, 1iH(l)IL’2 = 0" donc, par quotient de limites, on a :
750
lim f(z) = —o0
z—0
>0
In(z)

(b) Que vaut lim

? En déduire la limite de la fonction f en +oc.
r—+o00 T

; . In(z
Par croissances comparées, lim () =0
T—>+00 x
1 1 In(x 1 1
De plus, f(z) = — + = X Letona lim — =0et lim —=0
xT X X T—+o00 T T—+00 I

Par conséquent, par produit et somme de limites, on en déduit que :

lim f(z)=0

T—>+00

(c) En déduire les asymptotes éventuelles a la courbe €.
lim f(z) =0 donc ‘ la courbe € admet une asymptote horizontale d'équation y = 0 en 400 ‘ .

T——+00

lix%f(:}c) = —oo donc ‘ la courbe € admet une asymptote verticale d'équation x = 0 ‘ S
T—r

x>0

2. (@) On note f’ la fonction dérivée de la fonction f sur I'intervalle ]0; +oo].
Démontrer que, pour tout réel = appartenant a I'intervalle |0; +oc],

() = -1 —x%)ln(a:)
1
o) = u(zx) vec u(z) =1+ In(z) u'(z) = .
f) v(x) v(x) = 2? V' (x) = 2z

fi(x) = (v(z))?
% x 2% — (1 +In(z)) x 22
=& (22)2
_ z— 2z —2zln(z)
_ z(~1-2In())
!




(b) Résoudre sur I'intervalle ]0; +oc] I'inéquation —1 — 21In(z) > 0.
En déduire le signe de f’(x) sur l'intervalle |0; 00|

—1—-2In(z) >0 <= 1+2In(z) <0
< 2In(z) < -1

1
< In(x) < —3

1 . . . .
e @) <73 car la fonction exponentielle est strictement croissante sur R

1
— r<e 2

Par conséquent, sur l'intervalle ]0; +oo[, ona| —1 —2In(x) >0 <= =z € }O; e 2 {

(c) Dresser le tableau de variations de la fonction f.
Pour tout = €]0; +oo|, 23 > 0 donc f/(z) est du signe de —1 — 2In(x).
On obtient donc le tableau de variations suivant :

L 0 67% +0oo

—00 0
1
1+1n<e_§> 1-> 1--
Enfin, f (%) = PR A
(P‘%) e 272 ¢ 2
3. (a) Démontrer que la courbe € a un unique point d'intersection avec |'axe des abscisses, dont on précisera les

coordonnées. .
fl) =0 e T

5 =0 += 1+In(z) =0 <= In(z) = -1 <= z=
x

1
e
. , . . 1
Par conséquent, | la courbe € coupe I'axe des abscisses en un seul point A —;0
e

(b) En déduire le signe de f(z) sur l'intervalle ]0; +oo].
Avec ce qui précede, on peut préciser le tableau de variations de la fonction f :

1
€T O - 67% +0o0
e
¢
. 2
Variations ;
de f 0/ \
e
—00 0
On a donc :
1
x 0 — +00
e

Signe de f(x) - 0 +




Exercice 2 (5 points)

Sur le graphique ci-contre, on a tracé la courbe représentative d'une
fonction f, définie sur ]0; +oo] par :

f(z) = (ax + b) In(z)

ou a et b sont deux réels donnés.

La courbe passe par les points A(1;0) et B(3;0).
La tangente a la courbe au point d'abscisse 1 coupe I'axe des ordonnées Ly
au point d’ordonnée 2. A

Déterminer a et b.

« A(L0) €€ = f(1)=0

» B(3;,0) €% <= f(3)=0 <= (3a+b)In(3) =0

= f est dérivable sur ]0; +00] comme produit de fonctions dérivables sur |0; +oo].
Pour tout = €]0; +0o0], on a :

1
f(z) = axIn(x) + (az + b) x —
x
b
f(z) =aln(z) +a+ —
x
La tangente 7" a 6 au point d'abscisse x = 1 a pour coefficient directeur —2 donc :

Pl =2 = ab()tati=-2 e

= On résout donc un systéme pour déterminer les valeurs de a et b :

3a+b 0 — 20 = 2 L1+ L1 — Loy —
a+b = =2 a+b = =2

= Finalement,

| f(@)=(z—3)In(z) |




