CORRECTION DEVOIR SURVEILLE N°5 (1H10) I

Exercice 1 (6 points)

On considére le plan complexe suivant.
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1. Lire les affixes z4, 2B, zc, zp et z4 des points A, B, C, D et du vecteur 2 donnés sur la graphique ci-dessus.
Z2A=2+31 zg=5b—1 zo=—-4+1 zp = —24+ 51 2 =2—4

2. Calculer I'affixe z; du point I milieu du segment [BC].
zptzc  H—i—4+1 1

T 2 2

3. Calculer I'affixe du vecteur E
zA—B>:ZB—ZA:5—71—(2—1—32'):5—i—2—3i:3—4i

4. Le point B appartient-il au cercle de centre A et de rayon 57

AB = |z — za| = |3 —4i| = /32 + (—4)? = V25 = 5.

AB =5 donc le point B appartient au cercle de centre A et de rayon 5.

5. Déterminer la nature du triangle ACD.
AC = |2¢ — za| = |-4+i— (2+3i)| = | -6 — 2i| = \/(—6)2 + (=2)2 = V40 = 2/10
AD = |zp —za| = | -2+ 5i — (24 3i)| = | -4+ 2i| = /(—4)2 + 22 = V20 = 2\/5
CD =|2p —z0| = |-2+5i — (=4 +14)| = |2+ 4i| = V22 + 42 = /20 = 2V/5
AD = CD donc le triangle AC'D est isocéle en D.

De plus, on a d'une part AC? = 40 et d'autre part AD? + CD? = 20 + 20 = 40.
AC? = AD? + CD? donc, d'aprés la réciproque du théoréme de Pythagore, le triangle AC'D est rectangle en D.
En conclusion, ’ le triangle AC'D est isocéle rectangle en D ‘ .

6. Représenter sur le graphique (aprés avoir justifié) I'ensemble des points M d'affixe z € C tels que |z — 24| =
|z — zB].
|z — za| = |2 —2B| <= AM = BM
Par conséquent, 'ensemble recherché est la médiatrice du segment [AB].



Exercice 2 (8 points)
z1

On consideére les nombres complexes z1 =1 — i, 20 = —8 — 8v/3i et on pose Z = —.
z2

1. Ecrire Z sous forme algébrique.

21
z=2
22

1—i
—8 — 8/3i
(1 —14) x (—8+8v/3i)
(—8 — 8v/3i) x (—8 4 8v/3i)
—8 + 8v/3i 4 8i — 8v/34?
(—8)% — (8v/3i)?

_ —8+8v3+i(8+8V3)
N 64 + 192
_ ol V3 14 V3,
Y 32
2. Ecrire z; et 2y sous forme trigonométrique.
|z1] = |1 —i| = /12 + (—=1)2 = v/2 donc :
1 = 1—1
1 1
-3
V22
2 2
()

29 = —8 — 8v/3i

3. Déterminer la forme trigonométrique de Z.
On peut tout a fait passer par la forme exponentielle, ce qui revient a faire les mémes calculs.
Tout d'abord,
2] V2

|zo| 16

21
1Z] = |—

22



De plus,

arg(Z) = arg <) 27]

)
= arg(z1) — arg(22) [27]

4. En déduire les valeurs exactes de cos (%) et sin (%)
Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient :

V2 5 V3—1 5 V3—1
TGCOS <12>— 39 <— cos (12>— 22
<:>COS<57T>:\/§_1X\/§
12 2V2 V2
<~ cos<57r>—\/6_\@
12 4
ﬂsnl(M) \/§+1 <~ Sm<57r>_\/§+l
16 12 32 12 2v/2
@SIH("’”)ﬁ“xﬁ
12 2v/2 2

Exercice 3 (5 points)

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une démonstration de la réponse
choisie.

e Soit z =3 —iV/3.

Proposition 1 : Pour tout entier naturel n non nul, 23" est un imaginaire pur.
g p

FAUX
2] = [3 —iV3| = /32 4+ (=V/3)? = V12 = 2¢/3 donc :
z=3—14V/3
B 3. V3
—2\/§<2\/§zm>
V3 1
:2\/§<22z>

= 2V3 (cos (—%) +isin <_%)>



On en déduit alors que :

arg(23") = 3n x arg(z) [27]
— 3n x (—%) [27]

3

Ainsi, si n est un entier pair, alors z°" sera un nombre réel.

On peut par exemple vérifier que, pour n = 2, on a 23%? = 26 = —1728.

e Soit z un nombre complexe non nul.

Proposition 2 : Si le module de z est égal a 1, alors z —i—% est un nombre réel.

VRAI

Soient a et b deux réels tels que z = a + 4b. |z| = 1 donc Va2 + b2 = 1 et donc a? + b* = 1.

On a alors :

1 .
2+ - =a+1ib+ .

z a+ b

1 x (a —ib)
(a +1ib) x (a —ib)
a—1b
o
=a+1tb+a—1b
=2a€R

=a+b+

=a+b+

Par conséquent, z + % € R.

« Proposition 3 : L'équation z° + z — i + 1 = 0 admet une solution réelle.

FAUX

Supposons par |'absurde qu'il existe un réel x solution de cette équation.

On a alors z° + 2 + 1 € R mais, comme z est solution de cette équation, on a aussi 2 +r+1=1i ce qui est absurde.
Par conséquent, cette équation n'admet pas de solution réelle.

Exercice 4 (2 points)
On considére deux nombres complexes z; et zo de module 1 et d'arguments respectifs a et 8. Montrer que :
(21 + 22)*
21 X 29

est un réel positif ou nul.
Les nombres complexes z1 et zo sont de module 1, ils admettent donc pour forme exponentielle :

z21 = eCY’L et z9 = eﬁl

On obtient alors :
(21 + 22)% (€™ 4 )2
21 X 29 e% x efi
(eai)Q + 2e®iefi 4 (eﬁi)Q
et x ePt
(e)?  2eviefi (ePi)’
e x Pt e x ePi T e x B
_ eil@B) 4 o 4 i)

i(a—p) —i(a—p)
949 (e +e >

2
=2+ 2cos(a—p)
>2+2x(-1) car la fonction cosinus est minorée par —1 sur R
>0

z1 +22)2

Z1 X 29

—

Ainsi, le nombre complexe est bien un réel positif ou nul.



