CORRECTION DEVOIR SURVEILLE N°3 (2H) I

’ Dans tout le devoir, un soin particulier doit étre apporté a la rédaction et aux justifications.

Exercice 1 (4 points)

Déterminer la limite des suites suivantes :

1 3 —4n 3n + 2 cos(n)

l.un:<\/ﬁ—5>(3—n) 2.Un:4n_2n 3.wn:n——H
. 1 . . .
1. lim — =0, lim -5=-5, lim 3=3et lim n = +oo.
n—-+oo \/ﬁ n—-+o00 n—+oo n—-+oo
1
Par somme de limites, lim < - 5) =—5et lim (3—n)=—o0.
n——4o0o \/ﬁ n——4o00
Ainsi, par produit de limites, lim w, = +oc.
n—-+o0o

2. On a une forme indéterminée du type « +00 — co ».
Pour tout n € N*, on a :
30— 4n
Un = 4qn — 9on

3\" 3 1\" 1
nll}l}_loo (4) =0car—-1< 1 <1 nl_lﬁrrloo <2> =0car—-1< 2 <1
Par somme et quotient de limites, on a finalement lim v, = —1.

n——+00

3. Pour toutn € N, on a:
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De plus,

3n72_

Par somme et quotient de limites, on en déduit que lim =3.
n—+oo n + 1
n } 3n+ 2
De la méme facon, on peut prouver que lim =3.

n—+oo n + 1

D’apres le théoreme des gendarmes, on peut en conclure que lim w, = 3.
n—+00



Exercice 2 (8 points)

- .. 1
Soit f la fonction définie sur I'intervalle ] -3 ;—1—00[ par :

B 4x
143z

f(x)

. 1 .
On consideére la suite (u,) définie par ug = 3 et, pour tout entier naturel n, u,11 = f (up).

1
1. Démontrer que la fonction f est croissante sur l'intervalle ] —3 ;00 [

. 1 L 1
La fonction f est une fonction rationnelle définie sur ] —3 ; 00 { elle est donc dérivable sur } —3 ;00 [

1
Pourtoutxe]— ;+oo[, ona:

3
u(x) u(r) = 4x u'(x) =4
fla) = v(x) avee v(z)=1+3z V() =3
On a alors :
, u'(v)v(x) — u(z)v'(z)
e (@)
4(1+3z) —4z %3
(14 3x)?
4
(14 32)?

1
Pourtoutace]3 ;+oo[, 4>0et(1+3x)2>0donc f'(x) > 0.

. . ) 1
En conclusion, la fonction f est croissante sur } —3 ;oo [

. , . 1
2. (a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a 5 < Up € Upt1 < 2.

= Pour tout n € N, on pose :

1
P(”)igungun+1<2
= [nitialisation :
1 4x 1 4
Pourn=0,onauy=-etu, = f(ug) = ——2— = —.
0= 3 etu=fluo) 1+3x3 5

< up < up < 2donc P(0) est vraie.

| =

Par conséquent,
= Hérédité :
1
Soit k£ € N tel que P(k) est vraie. Autrement dit, on suppose que 3 <up < uggr < 2.

1
On veut démontrer que P(k + 1) est vraie, c'est-a-dire que B S Upy1 < Upgo < 2.

Ona:
1 1 \ H \ Ve
3 Sup <ugrp <2 d’'apres I'hypothese de récurrence
1 1
= f <2> < flug) < fluksr) < f(2) car la fonction f est croissante sur } —3 ;+oo[
1 4 8 1 4 8
= §<5<Uk+1éuk+2<§<2 carf<2):5etf(2):7

Par conséquent, P(k + 1) est vraie.
= Conclusion :

Par le principe de récurrence, on a démontré que, pour tout entier naturel n,

N —

g Unp g Unp+41



(b) En déduire que la suite (u,) est convergente.
D’aprés la question précédente, la suite (u,,) est croissante et majorée par 2 donc, d'aprés le théoréeme de
convergence monotone, la suite (u,) est convergente.

(c) On appelle ¢ la limite de la suite (u,,) et on admet que f(¢) = ¢.

Déterminer la valeur de /.
44

T

A0 = 0(1 + 30)

302 -30=0
30(0—1)=0
3¢=0o0uf—-1=0
f=0oul=1

fy =1

[

1
D’aprés la question 2.(a), on a ¢ > 5 donc £ = 1.
3. On considére la suite (v,,) définie, pour tout entier naturel n, par :

Unp,

Un = 1—u,
(a) Démontrer que la suite (v,,) est géométrique de raison 4.
En déduire, pour tout entier naturel n, |'expression de v,, en fonction de n.
Pour tout entier naturel n, on a :
Un+1
1—upq
4uy,
1+ 3uy,
4,
14 3u,
4y,
_ 1+ 3u,
1+ 3u, — 4uy,
1+ 3uy,
_ 4y, " 14 3u,
1+ 3u, 1—u,

U,
=4 x

Un+1 =

1—u,

= 4u,,

D[

ug B
1—uy 1-— % N
On en déduit que (vy,) est une suite géométrique de raison ¢ = 4 et de premier terme vy = 1.

Ainsi, pour tout n € N,

=1.

De plus, vg =

DOl b=

n
Up = Vo X ¢

v, = 4"
. . Un,
(b) Démontrer que, pour tout entier naturel n, on a : u, = :
Up + 1
Pour tout entier naturel n,
) o u'fL
=
1—wu,

Un(l —up) = up
Vp — Uplp = Uy,
Uy = Uplp + Up

U = Up(vy + 1)
Un

vy +1

[

Up =



(c) Démontrer alors que, pour tout entier naturel n, on a :

B 1
140,257

Un

Retrouver par le calcul la limite de la suite (uy,).
Pour tout entier naturel n,

vy + 1
4n
4n + 1
4" x 1

1+ 0,25m

Comme —1< 0,25 <1,ona lim 0,25" =0.

n—-+o0o

Par somme et quotient de limites, on a finalement lim wu, = 1.
n—-+00



Exercice 3 (8 points)

On consideére la suite (u,) définie par son premier terme ug = 2 et pour tout entier naturel n, par :

2un + 1

Uprl = ————
e Up + 2

On admet que la suite (u,,) est bien définie.

1. Calculer le terme u;.
T 2xupg 1l 2x2+41 5
ME Tl 242 4

2. On définit la suite (a,,), pour tout entier naturel n, par :

Un,

anp =
Up — 1

On admet que la suite (ay,) est bien définie.

(a) Calculer ag et a;.

an = U/O :L:2
07 wo—1 2-1
) 5
a-l:uil: 1 :;:§X%:5
up—1 2-1 1+ 471

(b) Démontrer que, pour tout entier naturel n, a,4+1 = 3a, — 1.
Pour tout entier naturel n, on a d'une part

2u, + 1 2u, + 1 2un + 1
G U1 up 2 Uy + 2 7Un+272un+1xun+272un+l
n+1—un+1_1_2un+1_1_2un+1_un+2_un—l ou, 42 Up — 1 uy—1
Up, + 2 up +2  up+2 Up, + 2
D'autre part,
n 371/ n_l 27L 1
4y —1=3x —n g 2Un__UnT 1 _ Zn

un_l un_l un_l_un_l
En conclusion, on a bien, pour tout n € N, an+1 = 3a, — 1.

(c) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1,

anp =2 3n—1
= Pour tout n € N*, on pose
P(n) : ap>3n—1

= Initialisation :

Pourm=1,onaa; =5et3x1—-—1=2donca; >3 x1-—1.

Par conséquent, P(1) est vraie.
= Hérédité :

Soit k € N* tel que P(k) est vraie. Autrement dit, on suppose que a; > 3k — 1.

On veut démontrer que P(k + 1) est vraie, c'est-a-dire que ag+1 > 3(k+1) — 1 =3k + 2.

Ona:
ap > 3k —1 d’'aprés |I'hypothése de récurrence
= 3ap >33k—-1)
= 3ar—129%-3-1
=  apy1 =9k —4 d'aprés la question précédente
Or, on a:

9k —4 >3k + 2 = 6k > 6 = k>1

Ainsi, comme k& € N*, on a bien :
apr1 =9 —4>3k—2

Par conséquent, P(k + 1) est vraie.



= Conclusion :
Par le principe de récurrence, on a démontré que, pour tout entier naturel n > 1, a,, > 3n—1.

(d) En déduire la limite de la suite (a;).
Par somme de limites, lim (3n —1) = +o0.
n—+o00

De plus, pour tout n € N*, a,, > 3n — 1 donc, d'aprés le théoréme de comparaison, liIE ay = +00.
n—-—+oo

3. On souhaite étudier la limite de la suite (uy,).

(a) Démontrer que pour tout entier naturel n, u, = - ai 1
Pour tout n € N, on a : "
Un
ap = -
—  ap(up—1)=u,
= Aply — Ap = Uy
= Aply — Uy = Gy
—  uyla,—1)=ay
<~ Up = tn
a, — 1

(b) En déduire la limite de la suite (uy,).

. - Ve - 7 <X>
Comme lim a, = +o0, on a une forme indéterminée du type « — ».
n——+00 o0

Or, pour tout n € N,

an anp X 1 1
Uu == == —
"an—1 1 1
ap X |1 —— 1——
Qg (7%
. L . 1
Par quotient de limites, lim — = 0.
n—-4oo an
1
Par somme de limites, lim [1— — ) = 1.
n—-+oo an,
Finalement, par quotient de limites, lim wu, =1
n—-+4oo

4. On admet que la suite (u,,) est décroissante.

On considére le programme suivant écrit en langage Python :

def algo(p):
u=2
n=0
while u-1>p:
u=(2*u+1)/(u+2)
n=n+1
return(n,u)

(a) Interpréter les valeurs n et u renvoyées par I'appel de la fonction algo(p) dans le contexte de I'exercice.
Les valeurs n et u renvoyées par I'appel de la fonction algo(p) correspondent respectivement a |'indice et
a la valeur du premier terme de la suite pour lequel I'écart entre le terme et la limite de la suite est inférieur
ou égal a la valeur p choisie.

(b) Donner, sans justifier, la valeur de n pour p = 0, 001.
On parcourt la suite a la calculatrice, et on constate que :

us ~ 1,0027 donc us — 1 > 0,001
ug ~ 1,0009 donc ug—1 < 0,001
La valeur de n pour p = 0,001 est donc 6 (et la valeur renvoyée pour u est une valeur approchée de ug).

On peut aussi programmer la fonction python sur la calculatrice et faire I'appel algo(0.001), qui renvoie
(6,1,000914913083257).



