CORRECTION DEVOIR MAISON N°3 I

= Ce devoir maison facultatif est a rendre le lundi 16 février.

= Une note indicative sera donnée mais ne comptera pas dans votre moyenne.

= Des exercices similaires seront présents dans le DS6.

= Comme d'habitude, un soin particulier doit étre apporté a la rédaction et aux justifications.

= Vous pouvez tout a fait ne rendre qu'un seul exercice, des exercices incomplets, ou méme me demander
des indications sur Pronote.

Exercice 1

Soit f une fonction définie et dérivable sur R. On considére les points A(1;3) et B(3;5).
On donne ci-dessous & la courbe représentative de f dans un repére orthogonal du plan, ainsi que la tangente (AB)
a la courbe ¢ au point A.
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Les trois parties de I'exercice peuvent étre traitées de maniére indépendante.

Partie A

1. Déterminer graphiquement les valeurs de f(1) et f/(1).
f(1) =3 |et f'(1) est le coefficient directeur de la tangente a €5 au point d'abscisse 1 donc | f/(1) =1 |.

2. La fonction f est définie par I'expression f(z) = In (aa:2 + 1) + b, ol a et b sont des nombres réels positifs.

(a) Déterminer I'expression de f'(x).

20T
La fonction f est dérivable sur R et, pour tout z € R, | f'(x) = %
ars+1
(b) Déterminer les valeurs de a et b a I'aide des résultats précédents.
Tout d'abord, ) )
g a X B B B

Par suite,
f(1)=3 <= In(1>+1)+b=3 < b=3—1n(2)

En conclusion, la fonction f est définie sur R par| f(x) = In(2? + 1) + 3 — In(2)




Partie B

On admet que la fonction f est définie sur R par
f(z) =In (2 +1) + 3 — In(2)

1. Montrer que f est une fonction paire.
Quelle interprétation graphique peut-on alors faire concernant la courbe représentative de la fonction f7?
Pour tout € R, on a :

f(=2) =In((—z)* + 1) + 3 — In(2)
=1In(z? +1) +3 - In(2)
= f(x)

Par conséquent, | la fonction f est paire ‘ )
On peut en déduire que la courbe représentative de la fonction f est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.

2. Déterminer les limites de f en 400 et en —co.

lim 22 +1=+coet lim In(X) = +oo donc, par composition de limites, lim In(z? + 1) = +o0.
T—+00 X —+o00 T—+00

De plus, lim 3 —1In(2) =3 —In(2) donc, par somme de limites, | lim f(x) = 400

T—r+00 T—+00

Enfin, la fonction f est paire donc| lim f(z)= 400

3. Déterminer |'expression de f’(z). Etudier le sens de variation de la fonction f sur R.

Dresser le tableau des variations de f en y faisant figurer la valeur exacte du minimum ainsi que les limites.
2x

La fonction f est dérivable sur R et, pour tout = € R, f'(z) = — 1
T

Pour tout z € R, 22 + 1 > 0 donc f’(x) est du signe de 2.
20 =0 <= =0 20 >0 <= x>0 20 <0 <= <0

On en déduit le tableau de variation complet de la fonction f sur R.

x —00 0 +00
f() - 0 +
+00 +00
f(x) \ /
3—1n(2)

f(0)=In(0*+1) +3—1In(2) = 3 —In(2)

4. A I'aide du tableau des variations de f, donner les valeurs du réel k pour lesquelles I'équation f(x) = k admet
deux solutions.
D’aprés la tableau de variations, I'équation f(xz) = k admet deux solutions si, et seulement si, ’ k>3 —1n(2) ‘ )

Pour le démontrer rigoureusement, il aurait fallu utiliser le corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires.

5. Résoudre I'équation f(z) =3+ In2.

fz)=3+mn(2) <= In(z*+1)+3—1n(2) =3+1n(2)
< In (JU2+1) = 21In(2)
<« In(2*+1) =In(4)
— 2’ +1=4
— 2t =
< $:\/§OUI‘:—\/§

L’équation f(x) = 3 + In(2) admet donc deux solutions | /3 et —/3




Partie C
On rappelle que la fonction f est définie sur R par f(z) =In (2% + 1) + 3 — In(2).

1. Conjecturer, par lecture graphique, les abscisses des éventuels points d'inflexion de la courbe 7.
Graphiquement, il semble que la courbe ¢y admette deux points d'inflexion aux points d'abscisses :

2(1—a?)

(22 +1)°
La fonction f’ est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R dont le dénominateur ne s’annule
pas sur R. Pour tout x € R, on a:

2. Montrer que, pour tout nombre réel z, on a f"(x) =

2 x (22 +1) — 22 x 27

@) = (22 +1)2
22742 — 422
(1'2 + 1)2
" _ (1 - 12)
f (.I') - ($2+1)2

3. En déduire le plus grand intervalle sur lequel la fonction f est convexe.
Pour déterminer la convexité de la fonction f, nous allons étudier le signe de la fonction f”.
Pour tout z € R, (2% + 1) > 0 donc f”(z) est du signe de 1 — 22 = (1 — z)(1 + x).

x —00 —1 1 400
1 -z + + 0 _
1+ — 0 + +
f(z) - 0 + 0 -
Convexité de f concave convexe concave

Le plus grand intervalle sur lequel la fonction f est convexe est donc| [—1;1]



Exercice 2

On considere un tétraédre ABCD.

Les points I et .J sont les milieux des arétes [AD] et_I‘LBC].

Les points E et F' sont définis par E = %f@ et DF = %ﬁ
G est le milieu de [EF].

On admet que :

F--Lap lap s i

1. Montrer que fé = é/ﬁ — é/ﬁ + %A—é

1C=TA+ AE + EC d'aprés la relation de Chasles
- —%E + %ﬁ - éﬁ + éﬁ + éf@ car I est le milieu de [AD]
:%ﬁ—%ﬁ—%ﬁ+§ﬁ+é@
= S4B~ (AD + (AC

2. Montrer que f/} = %zﬁ — %zﬁ + %ﬁ

I_j = 171 + E + 37 d'apres la relation de Chasles
1 1
= —§E +1@ + 53? car I est le milieu de [AD] et J est le milieu de [BC]
1 1
= —izﬁ + B + 3 (B_le + ﬁ) d’'apres la relation de Chasles

:ﬁ—%@—%@JF%A_@
:%ﬁ—%ﬁJr%ﬁ

3. Que peut-on en déduire concernant les points I, J et G7?
Justifier votre réponse.
Grace aux deux questions précédentes, on constate que ﬁ = 3[@.
Par conséquent, les vecteurs 17 et I(G sont colinéaires et les points I, J et GG sont donc alignés.



Exercice 3

On considére un cube ABCDEFGH. On note I, J et K les milieux respectifs des segments [AB], [BC] et [CG].
On souhaite étudier la coplanarité des points F, I, J et K.

H G
E ; E K
N c
J
A I B

1. Premiére méthode

— —
(a) Exprimer chacun des vecteurs ]ET[) ﬁ et EK comme combinaison linéaire des vecteurs EA, E7 et ﬁ[

ﬁ = E_z>4 + ﬂ d’apres la relation de Chasles
1
El = EA + 51@ car [ est le milieu de [AB]
1
Ejz = ﬂl + §ﬁ car ABCDEFGH est un cube
E7 = E—1>4 + ﬁ + ﬁ d'apres la relation de Chasles
ﬁ = E7>1 + ﬁ + 37 car ABCDEFGH est un cube
1
EJ=EA + EF + 5% car J est le milieu de [BC]
1
EJ=EA+EF+ iﬁi car ABCDEFGH est un cube
E—I>( = ﬁ + ﬁ + G—I% d'aprés la relation de Chasles
_E—f)( = E—f)? + E‘H} + C_J—f( car ABCDEFGH est un cube
1
EK = EF + E4H>+ 5(? car K est le milieu de [CG]
1
ﬁ( = §E>4 + ﬁ + ﬁ car ABCDEFGH est un cube

—
(b) Montrer que El et EK ne sont pas colinéaires.
Méthode 1 :

La droite (E) est incluse dans le pIar!i;lBF) et K n'appartient pas a ce plan donc, E, I et K ne sont

pas alignés et ainsi les vecteurs E_} et EK ne sont pas colinéaires.
Méthode 2 :

| !
Les vecteurs F A, ﬁ et ﬁ[ ne sont pas coplanaires donc (EA,ﬁ,ﬁ) est une base de |'espace.

D'apres la question précédente, les coordonnées des vecteurs Eﬁ et EK dans cette base sont :

Bl

et E7(

O ol =
= =

Les coordonnées de ces deux vecteurs ne sont pas proportionnelles donc ﬁ et K ne sont pas colinéaires.



(c) Déterminer s'il existe, ou non, deux réels x et y tels que
—
EJ = 2El + yER

et conclure.
— —
Les vecteurs F A, ﬁ et ﬁ] ne sont pas coplanaires donc (EA, ﬁ, ﬁ]) est une base de |'espace.

—
D’apres la question 1.(a), les coordonnées des vecteurs E_[> ﬁ et EK dans cette base sont :

1 1 i
— 2
Bl EJ |1 EK |1
0 : 1
-
On cherche a déterminer s'il existe un couple de réels (z;y) tel que E4J> =Bl +yFPK.
12%"‘%9 1:x+%x%
11:%x+y — 1:%x+%
2=Y by=3
Yy=3
. _ 3
r=1
<= r=1
y=73

\ ) . gy .
Ce systeme n'admet pas de solution donc les vecteurs ﬁ E—J> et EK ne sont pas coplanaires.
En conclusion, les points E, I, J et K ne sont pas coplanaires.

2. Deuxiéme méthode

(a) Démontrer que les droites (EG) et (I.J) sont paralléles.
Méthode 1 :
Comme FA = C@ EAGC est un parallélogramme donc (EG) est parallele a (AC).

De plus, par le théoréme de la droite des milieux, (AC) est parallele a (I.J) donc (EG) est parallele a (1.J).
Méthode 2 :

E—d = ETZl + ;1_} + ﬁ + ﬁ + C@ d'aprés la relation de Chasles

= ﬂ + 17 + ﬁ car ABCDEFGH est un cube
— 1B + IJ + BJ car I est le milieu de [AB] et J est le milieu de [BC]
= Qﬁ d'aprés la relation de Chasles

Ainsi, les vecteurs EC et T.J sont colinéaires donc les droites (EG) et (IJ) sont paralléles.

(b) Montrer que K n'appartient pas au plan (EGI) et conclure.
Comme (EG) et (I.J) sont paralléles, les points E, G, I et J sont coplanaires. Ainsi, le plan (EGI) est
confondu avec le plan (IJG).
Supposons par I'absurde que le point K appartient au plan (EGI). Les points I, J, G et K sont alors
coplanaires, c'est-a-dire que le point I appartient au plan (JKG), ce qui est absurde.
Par conséquent, le point K n'appartient pas au plan (EGI) et donc le point K n'appartient pas non plus
au plan (E1J) puisque E, G, K et J sont coplanaires.
En conclusion, les points E, I, J et K ne sont pas coplanaires.



