Colle du 12/10 Sujet n°1

Question de cours
Expliquer comment on peut déterminer une formule explicite d’'une suite récurrente linéaire d'ordre 2.

Exercice 1
On s'intéresse a la suite d'intégrales définie pour tout n € N par :

1 1— n
In:/ ﬂexdm
0

n!

1. Montrer que la suite (I,,) converge vers 0.

1
2. Montrer que I, = gt Ini1.

(n+1)

n

L ) 1

3. En déduire que e = lim E =k
k=0

n—-+4o0o

Exercice 2

Dans chaque cas, déterminer toutes les racines réelles de P ainsi que la forme factorisée de P(x) en produits de fonctions
polynomiales de plus petits degrés possibles.

1. P(X)=X3-38
2. P(X)=X%-2X%2-5X+6
3. P(X)=8X%4+10X2 12



Colle du 12/10

Sujet n°2

Question de cours
Enoncer la formule d'intégration par parties avec un exemple de calcul d'intégrale ou elle s'avere utile.

Exercice 1
On définit deux suites d'intégrales, pour n > 1, de la facon suivante :

1 1 Pk
I, = / 2" In(1 + 22)dx et In = / dx
0 0

1+ 22
1
1. Calculer J; et montrer que, pourtoutn > 1, 0 < J, < 1
n
2. En déduire la limite de (J,,).
In(2 2
3. Montrer, a I'aide d'une intégration par parties, que I,, = n(2) - nt2-
n+1 n+1
4. En déduire la convergence et la limite de (1,).
5. Déterminer un équivalent de I,,.
Exercice 2
On consideére la matrice :
1 4 1 1
1 1 4

Montrer que le polynéme P(X) = 2X? — 3X + 1 est annulateur de M.
Montrer que M est inversible et exprimer son inverse M ~! en fonction de M.
Déterminer, pour tout entier naturel n, le reste R,, de la division euclidienne de X" par P(X).

Déterminer M™.

N



Colle du 12/10

Sujet n°3

Question de cours
Expliquer comment on peut déterminer une formule explicite d’'une suite récurrente linéaire d'ordre 2.

Exercice 1
Effectuer la division euclidienne de P par ) avec :

P(X)=3X>-5X?+X +2 et QX)=X—2

Exercice 2 (EMLyon 2021)
Soit = un réel appartenant a [0; 1].

1. Vérifier que, pour tout n € N* et tout ¢ € [0; z],

2. En déduire que, pour tout n € N*,

3. Montrer que, pour tout n € N*,

Toogn 1
0< dt <
/0 1—t¢ n+1)(1—x)

n

X
En déduire la limite de / 1t
0

tdt lorsque I'entier n tend vers +o00.

x" ,
4. Montrer alors que E — converge et que l'on a :
n>1

n

+OO$

Y= In(l-2)
n

n=1



Colle du 12/10

Sujet n°4

Question de cours
Donner un maximum de méthodes que vous avez rencontrées et qui peuvent étre utilisées pour calculer une intégrale.

Exercice 1
Soit P(X) = X? —2X2 - 5X +6.

1.
2.
3.
4,

Déterminer une racine évidente du polynéme P.

Factoriser P sous la forme (X + 2)Q(X), ou @ est un polyndme de degré 2.
En déduire la tableau de signe de P sur R.

Résoudre I'inéquation (In(x))? — 2(In(x))? — 51n(x) + 6 > 0.

Exercice 2
Pour n € N, on pose

B Wb

/1 dx
u =
" 0 1 =+ x"

Montrer que (u,) est une suite strictement croissante.

Calculer ug et u;.

Montrer que lim wu, = 1.
n—-+00

Etablir que, pour tout n € N*,

14 zn n n

1 n 1
0 0

Montrer que

et en déduire que




Colle du 12/10 Sujet n°5

Question de cours
Enoncer la formule d'intégration par parties avec un exemple de calcul d'intégrale ou elle s'avere utile.

Exercice 1
On admet que

/1 dt .
o 14+1t2 4
1. Démontrer que, pour tout n € N,

1n 1 _1)nt2n+2
Cq)ekgp =T / DM
/0 >_(=1) 1), Tite

k=0

2. Justifier que

3. En déduire que, lorsque n tend vers +oo,

Exercice 2
On considére la matrice :

0 2
=5
Montrer que le polynéme P(X) = X2 — 3X + 2 est annulateur de A.

Montrer que A est inversible et exprimer son inverse A~! en fonction de A.

Déterminer, pour tout entier naturel n, le reste R,, de la division euclidienne de X™ par P(X).

ol

Déterminer A™.



Colle du 12/10 Sujet n°6

Question de cours
Donner un maximum de méthodes que vous avez rencontrées et qui peuvent étre utilisées pour calculer une intégrale.

Exercice 1
Effectuer la division euclidienne de P par ) avec :

P(X)=X"—7X"-X> - X +9 et Q(X)=X>—-5X+4

Exercice 2
On définit, pour tout entier naturel n, l'intégrale

= er n(x))" dz
1= [ o n@yd

Calculer I.
Montrer que sur [1;e], on a (In(z))"*! < (In(z))" et en déduire le sens de variation de la suite (I,).

Montrer que la suite (I,,) est convergente.

ol e

Montrer que sur [1;¢], 0 < In(x) < L et en déduire la limite de la suite (In).
e

3
e n+1 Ly ;.
5. Montrer que, pour tout n € N*, I,,,1 = 3T 3 I,, et en déduire un équivalent de I,,.



