CHAPITRE 8 : DERIVATION I

1. TAUX DE VARIATION

Définition 1.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un réel appartenant a I.
Soit A un réel non nul tel que a + h € I.

Le taux de variation de f entre a et a + h est le quotient ¢(h) défini par t(h) = M

INTERPRETATION GRAPHIQUE

Définition 2.

On considere deux points A et M d’une courbe &+ d’abscisses
respectives a et a + h.
La droite (AM) est appelée sécante a la courbe €. fla+ml o ____

lDV = fla+h) — f(a)

Le taux de variation de f entre a et a+h est le coefficient directeur f(a)
de la sécante (AM) :
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Ax  xpm—Ta h “Du=rh

2. NOMBRE DERIVE ET TANGENTE A UNE COURBE

2.1. NOMBRE DERIVE

_( Définition 3. )
Ce nombre, noté f’(a), est appelé nombre dérivé de f en a.

On a ainsi : "
}{%f(a—i_ })l_f(a) :f/(a)

-

On dit que f est dérivable en a lorsque le taux de variation ¢(h) admet comme limite un nombre réel quand h — 0.

2.2. TANGENTE A UNE COURBE

Définition 4.

Soit f une fonction dérivable en a, € sa courbe représentative, et A le point de ¢ d'abscisse a.
La tangente a la courbe € au point A est la droite passant par A de coefficient directeur f'(a).
Son équation réduite est :

y = f'(a)(x—a)+ f(a)

Exemple 1.

\ | ¥
Déterminer graphiquement, f(—1), f/(=1), f(1), f'(1), f(3) et f'(3). 1
En déduire une équation réduite de la tangente a la courbe € au point d’abscisse z = 1.

f(=1)=1, f(1) = —let f(3) = 1.
f(=1)=—4, f/(1) =1 et f(3) =0 car la tangente est horizontale.

RS

f(1)=—1et f/(1) =1 donc la tangente en = = 1 a pour équation
Ty y= ()@ —1)+ f1)

Ta:y=1x—-1)—-1

Th:y=ax—-1-1

Ty:y=x—2

' f(1) est I'image de 1 par la fonction f.
f'(1) est le coefficient directeur (la pente) de la tangente a la courbe € au point d'abscisse « = 1.
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3. FONCTION DERIVEE

3.1. LIEN ENTRE LES VARIATIONS D’UNE FONCTION ET LE SIGNE DE SA DERIVEE

Définition 5.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
La fonction qui, a tout réel = de I, associe le nombre dérivé f’(x) est appelée fonction dérivée de f. On la note f’.

Propriété 6.

e Si pour tout z € I, f'(x) > 0, alors f est croissante sur I.
e Si pour tout = € I, f'(x) <0, alors f est décroissante sur I.
e Si pour tout z € I, f'(x) =0, alors f est constante sur I.

' En résumé, on peut obtenir les variations de f a I'aide du signe de f’ qui est souvent plus facile 3 déterminer.

Exemple 2.

On donne ci-dessous le tableau de signes de la dérivée d'une fonction f définie et dérivable sur R.
On sait que f(—2) =4, f(1) =5et f(5) = —3.

Compléter le tableau de variation de la fonction f.

x —00 -2 1 ) +00

f(z) — 0 - 0 - 0 +

5
f(@) \ / \ /
4 -3
Exemple 3.

Soit f une fonction dérivable sur [0;10] dont la dérivée est f'(z) = (—2x + 6)(x — 5).
Déterminer le sens de variation de la fonction f.
On étudie le signe de la fonction dérivée f’ pour en déduire les variations de la fonction f.

—2x4+6=0 r—5=0
—2xr = —6 r=25
r=3
T 0 3 5 10
22 + 6 + 0 - - m=-2<0
lz — 5 — — (6] + m=1>0
f/(T) — 0 + 0 _
f(x)




4. CALCUL D’UNE FONCTION DERIVEE

Soient f et g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

Fonction f | Dérivée |’

k (constante) 0 Fonction Dérivée
z 1 f+yg f'+4q
x? 2z kf (avec k constante) kf
23 3z

5. APPLICATIONS AUX FONCTIONS POLYNOMES DE DEGRE 2 ET 3

( Propriété 7. }
\

e Les fonctions polynémes de degré 2 définies sur R par f(x) = ax? + bx + ¢ sont dérivables sur R, et pour tout z € R :

fl(z) =2az+b
e Les fonctions polynémes de degré 3 définies sur R par f(z) = az® + bz? + cx + d sont dérivables sur R, et pour tout 7 € R :

f'(z) = 3az® + 2bx + ¢

& %
Exemple 4.
Calculer la dérivée des fonctions suivantes :
@ f@)=2%+= @ fx)=a2—2z+1 ® f(z) =123 @ f(z)=42> -5z +1
@ fl(z)=322+1 @ fl(x)=20—1+0 ® f'(z) =7 x 3a2 @ f(z)=4%x2x—5x140
=2z -1 = 2127 =8r—5

Propriété 8.

Lorsque la fonction dérivée s'annule et change de signe, la fonction f admet un extremum local.

Exemple 5.
Etudier les variations de la fonction f définie sur [—5;5] par f(z) = 222 + 8z + 1.

flx)=2%x2x+8x1+0=4x+38

Méthode :
1 est une fonction affine. @ On calcule f'(z).
m =2 > 0 donc f’ est croissante sur R. ® On étudie le signe de /().
4z +8=0 ® On en déduit les variations de f.
dr = -8
r=8
xr=—2
Expressions Graphique Tableau
. e -2 +eo Auto Axes Naviguer Caleul
| A | |
() - 0 + -6 - -z : 2
f(@) \ / -
-7 6L
F(-2)=2x (22 +8x (-2) +1=2x4—-164+1= 7 Hrimamum x=-2 oo

fg L'exercice 13 de la feuille est I'exercice bilan a savoir faire absolument.
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